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lieber Ihvariantensysteme, welche zur Charakteri- 
sirung der verschiedenen Klassen bilinearer 

Formen dienen. 

' (Von Herrn H. Rosenow.) 



In einer für die Theorie der bilinearen Formen grundlegenden 
Arbeit*) hat Herr Kronecker ein vollständiges und auf alle bilinearen For- 
men von beliebig vielen Variabeinpaaren anwendbares Verfahren entwickelt, 
um durch congruente Transformationen der beiden Väriabelnsysteme, d. h. 
solche, bei denen die Substitutionscoefficienten für beide Reihen correspon- 
dirender Variabein identisch sind, jede bilineare Form in ein Aggregat von 
„elementaren Formen" überzuftihren , welche die Eigenschaft haben, dass 
die in einer Form auftretenden Variabein ihr ausschliesslich angehören, also 
in keiner andern Form vorkommen, und dass sie selbst sich nicht weiter 
zerlegen lassen. Jede dieser elementaren Formen ist durch eine ganze 
Zahl, ihre Invariante, charakterisirt , welche gleich der Anzahl der in ihr 
auftretenden Variabeinpaare ist; wobei es nicht überflüssig erscheint, be- 
sonders zu betonen, dass das in Betracht kommende System der beiden 
Reihen entsprechender Variabein stets als ein vollständiges anzusehen ist, 
auch wenn eine der beiden zusammengehörigen Variabein in der Form gar 
nicht vorkommt. Indem nun irgend eine zu Grunde gelegte bilineare Form 
von n Variabeinpaaren in eine Summe von bestimmten elementaren Formen, 
d. i. in ihre „kanonische" oder „reducirte Form" oder ihre „Normalform" 
übergeht, gehört ihr ein bestimmtes, aus den Invarianten der einzelnen 
Eiementarformen zusammengesetztes „Invariantensystem" zu, welches ihr 
mit allen äquivalenten Formen, d. h. allen denjenigen, in die sie durch 
congruente Substitutionen von nicht verschwindender Determinante sich über- 



*) Kronecker, lieber die congruonten Transformationen der bilinearen Formen. Mo- 
natsbericht der König!. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom April 1874. 

Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 1. 1 
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fuhren lässt, gemeinsam ist, und welches demnach eine ganze „Klasse'^ von 
bilinearen Formen kennzeichnet. 

Die Summe der dieses „/Tronec/rersche Invariantensystem einer Klasse 
von bilinearen Formen'^ ausmachenden Zahlen ist stets gleich der Anzahl 
der Variabeinpaare der zu Grunde liegenden Form. Bildet man. daher alle 
möglichen Combinationen der Invarianten elementarer Formenklassen zur 
Summe n, so erhält man dadurch 

1) die Anzahl aller möglichen Klassen bilinearer Formen von n 
Variabeinpaaren, 

2) die diese einzelnen Klassen charakterisirenden Invarianten- 
systeme, und 

3) die Normalform einer jeden Klasse, auf welche sich alle ihr an- 
gehörigen äquivalenten Formen durch congruente Transformationen der 
Variabein überfuhren lassen. 

Eine diese drei Punkte umfassende Zusammenstellung soll fUr die 
bilinearen Formen von n = 1, 2, 3, 4 Variabeinpaaren gegeben und dann ge- 
zeigt werden, wie jede folgende Gruppe sich aus den vorhergehenden aufbaut 

Der besondere Charakter dieser aus grössten gemeinsamen Theilern 
von Functionen der zu Grunde liegenden Elemente hergeleiteten Invarianten, 
in denen auch die für die Theorie der Schaaren quadratischer und bilinearer 
Formen fundamentalen „Elementartheiler" des Herrn Weierstrass enthalten 
sind, ist von Herrn Kronecker an verschiedenen Stellen*) nachdrücklich 
betont worden, und es drängt sich die Frage auf, ob nicht auch literale, 
aus den Coefficienten der zu Grunde liegenden Form in bestimmter Weise 
zusammengesetzte Bildungen hergestellt werden können, welche ebenfalls 
geeignet sind, die sämmtlichen Klassen bilinearer Formen einer bestimmten 
Anzahl von Variabeinpaaren zu charakterisiren. Solche Bildungen würden 
sich, den von Sylvester in die Mathematik eingeführten, besonders von Clebsch 
und vielen Anderen weiter ausgebildeten und zumeist für die Behandlung 
geometrischer Probleme verwertheten Invarianten algebraischen Charakters 
anreihen. 

Diese Frage kann nun in der That bejaht werden. Schon Herr 
Chrtstoffel hat in seiner Arbeit über die Theorie der bilinearen Functionen **) 



*) Monatsber. der Kgl. Akad. der Wiss. zu Berlin vom Januar 1874 S. 4, März 1874 
S. 30 u. 49, AprU 1874 S. 50, 51 der Separatabdrücke. 

**) Christo/fei, Theorie der bilinearen Functionen. Dieses Journal Bd. 68 S. 253. 
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eine Methode angegeben, um ein* aas Invarianten, Co Varianten and zuge- 
hörigen Formen bestehendes vollständiges Invariantensystem einer bilinearen 
Form von n Variabeinpaaren in geschlossenen Ausdrücken aufzustellen, aber 
dieselben sind bisher noch nicht dazu verwerthet worden, um darauf eine er- 
schöpfende Klassifizirung der bilinearen Formen einer bestimmten Anzahl 
von Variabeinpaaren zu begründen. 

Es soll daher eine Gegenüberstellung der beiden Arten von In- 
variantensystemen zunächst für die Klassen bilinearer Formen von 3 Va- 
riabeinpaaren in tabellarischer Uebersicht gegeben werden, eine eingehende 
Behandlung der einzelnen Fälle aber einer besonderen Arbeit überlassen 
bleiben. 



1. 

Die Kroneckerachen Invariantensysteme. 

1. Die das Invariantensystem einer bilinearen Form von n Variabein- 
paaren 

bildenden Invarianten nj, ni^^, nj""^, nj*^ werden aus der, eine ganze homo- 
gene symmetrische Function fiten Grades in u und « darstellenden Deter- 
minante 

D = |tfart4-«ÖH| at=i, 2,...«) 

der zugehörigen Schaar mit transponirten (conjugirten) Grundformen nf+i^f' 
folgendermassen hergeleitet*): 

A) Verschwindet die Determinante der Formenschaar nebst allen 
Unterdeterminanten («— l)ter, . . . (n— (^— l))ter Ordnung, und bestehen dem- 
nach zwischen den nach den Variabein jji, a?2, ... a?„, bez. y,, yjj . • • t/n ge- 
nommenen partiellen Ableitungen von uf+i^f fi von einander unabhängige, 
lineare Relationen, deren Coefficienten ganze, homogene Functionen von u 
und « sind und auf die möglichst niedrigen Grade m", iw', m", . . . m^~^^ in 
den u und f> sich zurückführen lassen, so giebt es fi Invarianten 

welche. in eine Reihe 

fl„+l, ny+2? ••• »«-1, »n (•' = «-/') 



*) Kronecker, üeber die congruenten Transformationen etc. § 3. 
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BO angeordnet werden sollen, dass jede folgende Zahl nicht kleiner ist als 
die vorhergehende. 

B) Ist wenigstens eine der Unterdeterminanten (n— .a)ter Ordnung 
von Null verschieden, und verschwinden demnach auch die Unterdetermi- 
nanten von der Ordnung («~/t— 1), ... 2, 1 nicht sämmtlich, so muss jede 
dieser n—fi^v Reihen von Unterdeterminanten einen grössten gemeinsamen 
Theiler 

P^ (» = /i, /< + l, ... n-l) 

haben, der natürlich auch gleich Eins sein kann. 

Die P, sind ganze homogene Functionen in u und u von absteigen- 
dem Grade; jedes P, ist durch P,+i theilbar, und setzt man 

80 ergiebt sich: 

Somit erhält man eine Reihe von «~,a = v ebenfalls ganzen homogenen 
Functionen Q,, von denen wiederum jede durch die folgende theilbar ist. 
Die Functionen P, und Q,, welche bei jeder linearen Transformation 
der Formenschaar uf+vf bis auf constante Factoren ungeändert bleiben, 
bestehen aus Linearfactoren von dreierlei Beschaffenheit: 

dem Factor u+v, 
dem Factor u—v, 
und Factoren (uv^'^—vu^''^).(uu^*'^—vf)^''^)^ 

welche bez. auftreten, wenn P^ für die Werthe: 

-i^ = +l, -^ = -1, -- = -^ und --«- = _^(„w^««) 

verschwindet 

Bezeichnet man nun die Reihe der charakteristischen Functionen P, 

und Q, durch 

P,_Ä und Q^f, (A=v,v-i,...2,i), 

so sollen unter den Invarianten 

,*(+) «(-) «(»?) 

die Exponenten der in ^„_;, vorkommenden Factoren 

verstanden werden, welche Exponenten natürlich auch Null sein können; 
öie sind demnach zugleich die Zahlen, welche angeben, wievielmal die 
genannten Factoren in P^^^ 'ifter vorkommen als in Pn-A+i, sq dass die 
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Gleichung besteht: 



in welcher der Index (x) sich auf alle unter einander und von ±1 ver- 
schiedenen Werthverhältnisse von = «? und = — bezieht, wofür 

V V to ^ 

die Function P^ bez. Q^ verschwindet. 

Die Zahlen «i^\ ni"^ und wj['^ bilden für ä = 1, 2, . . . y eine auf- 
steigende Reihe, derart dass jede folgende nicht kleiner ist als jede vor- 
hergehende. 

Da nun jede Zahl n^\ «^+\ n^^^ und u^*^ eine bestimmte elementare 
Form charakterisirt*), wobei zu bemerken ist, 

1) dass jede Invariante n^ = 1 die Anzahl der in der reducirten 
Form auftretenden Variabeinpaare um ein Paar verringert, 

2) dass mit jeder geraden Zahl n[^^ eine zweite gleich grosse wji}, 
mit jeder ungeraden Zahl n[~^ eine zweite gleich grosse n[zl verbunden 
sein muss, 

so erkennt man leicht, — und die folgende Zusammenstellung wird es klar 
darthuu — , wie durch methodische Aufstellung der Invariantensysteme fUr 
die bilinearen Formen von n Variabeinpaaren die in der Einleitung her- 
vorgehobenen drei Punkte ihre unmittelbare und gleichzeitige Erledigung 
finden. 

2. Die soeben kurz zusammengefassten , in der genannten Arbeit 
des Herrn Kronecker näher begründeten allgemeinen Ergebnisse der Ent- 
wickelung der Invariantensysteme bilinearer Formen von n Variabeinpaaren 
liefern, auf die Formen von n = 1, 2, 3 und 4 Variabeinpaaren angewendet, 
folgende Resultate. 

Im Falle « = 1 gehört die einzige reducirte Form ajo^y zu der In- 
variante n[^^^l^ und ihre charakteristischen Functionen sind P„ = tf4-i?, 
^0 = P^J. Die der Invariante n^l = 1 entsprechende bilineare Form ist eine 
identisch verschwindende. 



*) Vgl. Kronecker, a. a. 0. die Tabelle in § 3, Art. IIIj, S. 46 der Separatab- 
drücke. 
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Im Falle n = 2 lauten die Invariantensysteme der einzelnen Klassen: 
ö)/i = 0, i/ = 2: nj di 1)0 2)0 3)0 4)0 



«<+>«^+' 


00 


00 


00 


11 


«J-^-) 


00 


02 


11 


00 


«1 «2 


Ol 


00 


00 


0, 


6) ^=1, v=l: «? ti> 


5) Ol 








«[+> 


1 








«{-> 











«: 


0, 









c) ^ = 2, V = 0: n'l «ü 6) 1 1. 

Die Klassen 1) bis 4) umfassen die eigentlichen bilinearen Formen von zwei 
Variabelupaaren , die Klasse 5) enthält diejenigen, welche sich durch con- 
gruente Substitution auf ein Variabeinpaar reduciren lassen, und die Klasse 
6) die identisch verschwindenden. 

Die Normalformen, die Determinanten der zugehörigen Schaaren und 
die charakteristischen Functionen sind: 

1) xoyi-^w'xiff^y. 

u+fo'v 

w tf+« 

2) xoyo+x^yo'-x^iy^. 
u+v "(u—v) 

fi-r 



i) = 



= («-r)^; Po = A ^1 = 1; Po = Pü, Pi = i. 



Z) = 



= (fi-0^; Po = ß, Pi = tt-r; (?o = tt-«, Öi = 



3) iToyi— ari^o- 
fi-u 

-(fi-u) 
Die zu Grunde liegende Form ist eine altemirende. 

4) Xi^yo+x^yi. 



tf— «. 



i) = 



= («+«)'; Pü = i>, ^1=^«+«; Pü = tt+t?, pi=ii+i>. 





u+e 

Die zu Grunde liegende Form ist eine symmetrische. 

b) x^y,,. 

ii+r 





D- 



^0; Pi=:«i+t>; Pj = ii-ff>. 
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6) 0. 



D== 








= 0. 



Im Falle » = 3 lauten die Invariantensysteme der einzelnen Klassen: 



a) jtt = 0, V = 3: 



»I 



ni' «S 1)00 
001 
000 

«2 flj 



»»1 






6) ju = 1, v = 2: 



«1 






«s 



«1 »»2 



2)000 
001 
00 2 
000 

7)001 
00 
00 
Ol 



3)0 00 
001 
011 
000 

8)001 
00 
02 
00 



4)00 6)0 00 

003 111 

000 000 

000 000 



9) 1 10) 1 



00 
11 
00 



11 
00 
00 



c) i« = 2, v= 1: 









lO u = 3, v = 0: 



n 



II 



«2 



001 

6)00 3 
00 
00 
00 

n'i 11) 1 1 
1 



fi^ 12) 111. 

Die Klassen 1) bis 6) umfassen die eigentlichen bilinearen Formen von 
drei Variabeinpaaren, die Klassen 7) bis 10) enthalten diejenigen, welche 
sich durch congruente Transformation auf zwei Variabeinpaare, die Klasse 
11) diejenigen, welche sich auf ein Variabeinpaar reduciren lassen, und die 
Klasse 12) die identisch verschwindenden. 

Unter den eigentlichen bilinearen Formen von 3 Variabeinpaaren 
sind die der Klasse 6) angehörigen dadurch bemerkenswerth, dass sie sich 
durch congruente Transformation der Variabein nicht auf Formen von weniger 
als drei Paar correspondirender Variabein zurückführen lassen y obgleich die 
Determinante der zugehörigen Formenschaar identisch verschwindet. 

Die Normalformen, die Determinanten der zugehörigen Schaaren 
und die charakteristischen Functionen sind: 



1) (Püyo+(xiy2+fi>'x2yi)' 

u+v 
Z)= 

w'u+v 






1*2 = 1; 



= — («+«)(tt+fp'e)(ip'«4-»); 



(?U=Pü, (?1 = 1, ^2=1. 
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2) Xoyo+(.Xiyt+Xjyt-Xiyt)- 

u+v 

D = 







= («+«)(«-«)'; 



u+v ^(tt—v) 
«-« 

3) jr^yo+C^iy?— icay,). 

«+« 

D= M-« 

-(M-e) ü 
P„=D, Pi = «-e, P, = 1; Po = («+«)(«-«), P, = «-«, p2=l. 

4) Xoy„+x,y,,—x„yt+Xiyi+Xiyi. 

u+v —(u—v) j 



= («+«)(«—«)'; 



Z) = 



= -(«+»)'; 



D = 



= («+»)'; 



M — t» U+V 

«+e 
P„ = -D, P, = l, P, = l; (?., = P.„ Q, = l, (?, = 1. 

5) aroyo+arjy.+arjy^. 

«+« 

u+v 

1 u+v 
Po-=D, P, = (u+v)\ Pj = («+e); Q„ = u+v, Qi-=u+v, Q^ = u+v. 

Die zu Grunde liegende Form ist eine symmetrische. 

6) x^yi+Xiyi. 

10 » 

= 0; P, = l, P,= l; C>i = l, C>.= 1. 
lo f. 
Die Normaltbrmen der Klassen 7) bis 10) sind mit den von zwei Variabein- 
paaren identisch, während die Normalform flir die Klasse 11) mit der von 
einem Variabeinpaar übereinstimmt. 

Im Falle n = 4 lauten die Invariantensysteme der einzelnen Klassen: 

1)0000 2) 0000 3) 0000 



Z) = ie u 



a) ,u = 0, V = 4: 



„0 _() ^() _ll 
»1 «2 «3 »4 

ritt 
«1 »2 »j «4 

tr ti ti it 
»1 »2 «3 «4 



0000 
0000 
00 01 
0001 



0000 
0000 
0002 
0000 



0000 
0000 
0011 
0000 
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4) 00 
0000 
0002 
0001 
0000 

10) 0000 
0011 
0002 
0000 
0000 

b) .« = 1, 



5) 0000 
0000 
0011 
0001 
0000 

11) 00 00 
0000 

1111 

0000 
0000 

V — 3: 



6) 
00 
00 
00 
00 

12) 
00 
00 
00 
00 



..•' ;-" ».<» «.'• 

«, »2 «3 114 



Hl Ur 

tf 

«1 



ff 
«2 



»3 



c) ^ = 2, y = 2: 



n 



f^ 



«3 



»4 






«1 



»1 



ff 



fh 

tt 

«2 



d) ^ = 3, y = 1 : 



«1 



«2 



«3 



«4 



n 



II 



«2 



n 



II 



«4 



e) .u = 4, v = 0: 
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7) 000 

11 000 

00 000 

01 000 
00 000 

13) 000 

11 001 

11 000 

00 000 

00 000 

16) 003 
001 
0. 
000 
000 

19) 01 
001 
011 
000 
000 

22) 013 
00 
00 
00 
00 

25) 011 
00 
11. 
00 
00 

27) 1 1 1 
1 





28) 111 1. 



8) 00 

000 

4 002 

000 

000 

14) 000 

3 002 

000 

000 

000 

17) 1 
001 
000 
001 
000 

20) 01 
003 
000 
000 
000 

23) 1 1 
00 
00 
Ol 
00 

26) 11 
11 
00 
00 
00 



9) 

0000 

2 0112 

0000 

0000 

15) 

2 1111 

00 

0000 

0000 

18) 1 

001 

002 

000 

000 
21) 1 

111 

000 

000 

000 
24) 011 

00 

02 

00 

00 



2 
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Es giebt sechzehn Klassen eigentlicher bilinearer Formen von vier 
Variabeinpaaren, die sich durch congruente Transformation der Variabein 
nicht auf Formen von weniger als vier Paar correspondirender Variabein 
zurttckfUhren lassen: darunter eine — Klasse 16) — mit identisch ver- 
schwindender Determinante. 

Die Klassen 17), . . . 22) führen auf Formen von drei Variabein- 
paaren, die Klassen 23), . . . 26) auf Formen von zwei, die Klasse 27) auf 
solche von einem Variabeinpaar, und die Formen der Klasse 28) ver- 
schwinden identisch. 

Die Normalformen, die Determinanten der zugehörigen Schaaren und 
die charakteristischen Functionen sind: 

1) (^üyi+fi^'iriyu)+(pi:2f/i+w'' x^f/i). 



2) 



3) 



D = 






u+w'v 












w'u+v 




























u+w"v 








fr' 


"«4 


-V 






= (u+w'v)(u)'u+v)(u+w"v)(w"u+v)] 



u+w'v 

w'u+'v v-\-tp'v 

tp'«+e u+u}'v 

u>'u+v 



D = 



= [(«+»'«?)(»'«+«)]*; 



Po = D, P, = P, = P3=1; Q,, = P„, Q, = Q,= Q,= l. 



(x„y,+ip'x,yu)+(«2y3+ir'ajjy2). 

u+w't> 

«p'«+« 

u+w'v 

w'u+v 



D = 



= [(«+fp'«)(fr'«+e)P; 



P„ = D, Pi = («+tr'e)(ir'tt+t>), P3 = P3=1; 
(?ü = Qi - («+ ip'«)(«p'«+ e), (?2 = C>3 = 1. 
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Z) = 



= -(tf-p)*(M+io'«)(fp'«+e); 



Z> = 



= — (« — «)* (« + w't») (fr'« + 1>) ; 



Z) = 



4) (a!i,yo + «i y» — xotfi) + («, Si + »'«j y 2). 
«+e -(«-«) 

«-» 

u+w'v 

w'ti+« 

Po = -D, /», = P, = />3 = 1; (>„ = P.„ pi = (?, = (>3 = 1. 

5) (xi,yi—Xiyu)-\-(xjy3+u)'xjtf2). 

«-» 

-(«-») 

«+»'« 

i u)'u+v 

Pu==-D, Px^u-v, P, = P, = 1; 

P„ = (tt— «)(«+«?'«)(»'«+»), P, = II -e, ^2 = ^3= 1. 

6) aruy„+ar,y,+(a;2jfj+ip'a;jy2)- 

«+«? 

«+» 

tt+w'e 

«>'«+« 

Po = («+e)(«+«''«)(tp'tf+t>), P, = «+e, p2 = p3 = l. 

7) a;uy()+ar,y„— Xoyi+Xjyj+ajjyj+ajjy,— xj^j- 

«+» -(tt-e) 

«— r «4-« 

tt-l-e -(«-») 

tt-e 

P„ = Z), P,=P, = P3=1; (?„ = («-«)♦, p, = (?, = P3 = l. 

8) (a:üyo+x,ifo-a^i»i)+(iC2y2+ a^s^a - «2^3)- 

«+« -(«-«) 

«-» 

«+«? -(«-») 

«-» 

Po = I>, P, = («-«/, P, = P3 = 1; (?„ = («-»)', Gl =(«-»)', (?2 = (?3 = 

2* 



= — («+»)*(M+«p'»)(io'ti+e); 



D = 



=(«—)*; 



ö = 



=(«-«)*; 
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9) (aj„yo+ «1 y»—x„yi)+(x2y3—Xiy2). 

itt+e —(ti—v) 

.«-t» 





z> = 







u—v 



= («-•)*; 



Z) = 



= («+»y(«-»y; 



D = 



= («-«)*; 



-(«-«) 

P„=ö, P, = («-«/, /», = «-«, P,= l; C>„ = («-r)^ (?, = C>^ = tt-t», (>, = 1. 

1 0) x„y„ + ar, y 1 + (a-2 y . + iCj y, — ar^ yj). 

!tt-fr 

u+t) 

«+« -(«-«) 
! u-v 

(?ü = (»+e)(«-«y, Q, = a+«, P^ = (?, = 1. 

11) (xuyi-Xiyo)+(Xiy3—X3yi). 

«-» 

-(u-v) 

u-v 

-(u-v) 

P„=ö, Pi = («-«/, P3 = («-«)^ P3 = «-e; (?„=(?, = p, = p, = «-«. 

Die za Grande liegende Form ist eine altemirende. 

12) iPuyu+aJjyi+Cxzyj-JCjyj). 

u+v 

u+v 

u-v 

-(u-v) 

P.,= Z>, P, = («+«)(«-«), P, = P3 = 1; 

Qu = Qi = (u+v)(u-v), Q,^Q3= 1. 

13) x»yu+(Xiyi+Xiyi—x^yt-\-X3yi-\-Xiy^. 

\u+v 

«+e -(u-v) 

«— e »+» 

. «+t> 

Pu = -D, P, = «+r, P, = P3 = 1; (?o = (m+«)', (?x = «+c, P, = (?3 = 1. 



D = 



= («+»)'(«-*)'; 



i) = 



= -(«+«)♦; 
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Z> = 



= («+«)*; 



14) Xuyt+Xiy^+Xiyi—Xjyi+Xuyi+Xiifi. 

M+e 

u+t u—v 

-(«-») a+» 

u+v 

Po = D, P, = («+«)% P, = P3 = 1; C>» = (?i = («+•)', P2 = Ö3 = 1. 

15) iC(.yo+«iyi+ir2y2+a?3j^3' 

«+e 

M+e 

u+v 

u+v 

P„ = D, P, =(«+«)', P, = (tt+r)^ P, = («+»); C>., = (?, = (>, = (?3 = «+«. 

Alle symmetrischen Formen von vier Variabelnpaaren mit nicht verschwin- 
dender Determinante gehören dieser Klasse an. 

16) x„y„+(Xiyi + Xiyi). 
u+v 



D = 



= («+r)«; 



D = 






« 





e « 





r 



= 0; P, = fi+ü, P,^P,^ 1; (?, = fi+tJ, (?2= (?3 = 1. 



Die Normalformen der Klassen 17), ... 22) sind mit den von drei, die der 
Klassen 23), . . . 26) mit den von zwei Variabelnpaaren identisch, und die 
Normalform der Klasse 27) stimmt mit der von einem Variabeinpaar Uberein. 

3. Um einen Einblick in den Aufbau der Invariantensysteme und 
Normalformen bei dem Fortschreiten der bilinearen Formen von h auf h+1 
Variabeinpaare zu gewinnen, ist es zweckmässig, die elementaren Formen 
nach der Anzahl der in ihnen auftretenden Variabeinpaare zu ordnen: 

Es giebt nur eine Elementar form mit einem Variabeinpaar: x^^y^^. 
Ihre Invariante ist n\^^ = 1 und die Determinante der zugehörigen Formen- 
schaar |fi+«|. 

Es giebt drei Elementar formen mit zwei Variabelnpaaren: 

^oyi-iPiyo; iJ?oyü+(iPiyo-iirüyi); ^oyi + tr^'^ariy„; 
charakterisirt durch die Invarianten: 
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Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 



u—v 

-(tt-t?) 



U + fC^'^V 



w^'^u+v 







u+v — (fi— f?) 

u—v 

Es giebt zwei Elementar formen mit drei Variabeinpaaren: 

charakteriöirt durch die Invarianten: 

»(-) = 3; «^> = 3. 
Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 

w+t? —(u—v) 
u—v tt+f? 

ti+f? 

Es giebt drei Elementar formen mit vier Variabeinpaaren: 

Xvyi)+(xiyu-XQyi)+(x2yi + Xiy2)+(xiy2-X2y^)] 

(x^,yl+w^''^x^y^i)+(Xly2-\-w^''^X2yl)+(x2y3+w^''^Xiy2)] 

charakterisirt durch die Invarianten: 

n(+> = «i+> = 2 ; «i-^ = 4; «!''> = 2. 
Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 



« 




tj « 


» 


» 












u+v 

u-v 

— (u—v) u-\-v 

«+t> 







U-\-lV^'^V 



«+« 


-(«-«) 








a— » 


t 


l-\-V 








«+» 





-(«-«) 





« t» 
















,(»)- 











,C«) 



u+w^'^^v 




w^'^u+v 

ir^'^M+r 

Es giebt swei Elementarformen mit fünf Variabeinpaaren: 

Xuyi+Xiy2+X2yi+X3y^'^ 

Xiiyo+(xiyo—x^iyi)+(x2yi+Xiy2)+(xiy2-X2yz)+(iXiy3+x^y^)] 

charakterisirt durch die Invarianten: 

„;' = 5; »i-^> = 5. 
Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 
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« 













«4-» 


-(«- 


") 











V 





u 










«— e 







u+v 











e 





« 





1 





u+v 







-(u-v) 











V 





u 












u—v 





u+v 





0- 





V 


















«+e 






E« giebt drei Elementarformen mit sechs Variabelnpcmren : 

^hyi)+(Xiyo—Xny^)+(x2yi+Xiy2)+(xiy2—X2yz)+(x^y3+x^y^)+(x^y^-x 

+(x^ys+^^'^x^y^); 
charakterisirt durch die Invarianten: 

«(-) = «(-) = 3; i4-> = 6; fi^''> = 3. 

Die Determinanten der zugehörigen Schaaren sind: 






u—v 
















-(u-v) 





u+v 


1 














u+v 







u—v 














-(«- 


«>) 





«4-« 


> 













«+» 





u—v 
















-(«- 


v) 


u+v — 


(u-v) 
















u—v 





«+t» 
















u+v 





— 


(u-v) 














u—v 







«4» 
















«4-» 





-(u-v) 
















u—v 








u+u>^'^ 


'» 













w^'^u+v 





«4 


tP* 


»e 











w^'^u+ 


■V 





«4«'^'''» 











«?<">«+« 





u+w^'^v 













ip(«)ii-j.i, 
















. 





w^'^u+v 



Weiter fortschreitend erhält man stets abwechselnd zwei und drei Elementar- 
formen für eine ungerade und eine gerade Amahl von Variabeinpaaren. 
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Die zu den zweifach zu zählenden Invarianten «^"^ gehörigen Ele- 
mentarformen gelten ftir alle unter sich und von ±1 verschiedenen Werthe w^"^. 

Bezeichnet man mit n,, die Anzahl der Klassen eigentlicher bilinearer 
Formen von h Variabeinpaaren, d. h. derjenigen, welche sich durch con- 
gruente Transformation der Variabein nicht auf Formen vou weniger als 
h Paaren correspondirender Variabein reduciren lassen, und mit N^ die Ge- 
sammtzahl der Klassen bilinearer Formen von h Variabeinpaaren, so ist 

Bei der Bestimmung von n^^x besteht ein wesentlicher Unterschied 
darin, ob der Uebergang zu einer ungeraden oder zu einer geraden Anzahl 
von Variabeinpaaren erfolgt; denn nur bei letzterem kann ein neuer Wurzel- 
werth tr^'^ hinzutreten. 

In jedem Falle sind unter den 11^^.1 Klassen eigentlicher Formen von 
A+1 Variabeinpaaren «,, Formenklassen enthalten, deren reducirte Formen 
durch Anfügung der Elementarform a-A+ij^A+i aus der vorangehenden Gruppe 
hervorgehen. Damit scheiden von den sämmtlichen Combinationen mit 
Wiederholung zur Summe A+1, welche man zur Aufstellung der n^+i 
Invariantensysteme zu bilden hat, alle die Zahl Eins enthaltenden aus. 

Ferner gelten folgende Sätze: 

Die Anzahl der den Combinationen von p gleichen ungeraden Zahlen 
entsprechenden Klassen ist gleich /?+l. 

Treten zu einer beliebigen, q Formenklassen umfassenden Combi- 
nation p gleiche, in derselben nicht vorkommende ungerade Zahlen hinzu, 
so ist die Anzahl der zu der neuen Combination gehörigen Klassen gleich 
(/>+l).gf. 

Tritt zu einer nur aus ungeraden Zahlen bestehenden, r Formenklassen 
umfassenden Combination eine gerade Zahl hinzu, so ist die der neuen 
Combination zukommende Klassenanzahl gleich 3r. 

Somit bedürfen nur die Combinationen von geraden Zahlen einer 
besonderen Untersuchung*); es liefern: 
die Combination von 2 gleichen geraden Zahlen 7 Formenklassen; 
„ „ „ 2 ungleichen geraden Zahlen 10 „ 

„ „ „ 3 gleichen geraden Zahlen 14 „ 



*) vgl. „üeber die Anzahl von Klassen bilinearer Formen". Wissenschaftliche Bei- 
lage zum Programm der 4. höheren Bürgerschule zu Berlin. Ostern 1891. 
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die Combination von 2 gleichen und 1 ungleichen gerad. Zahlen 25 Formenkl. 

,, 3 ungleichen geraden Zahlen 37 

„ 4 gleichen geraden Zahlen 26 

u. s. f. 
Hiernach ergeben sich für die eigentlichen bilinearen Formen von 
fünf Variabeinpaaren, bei denen nur die Combinationen 5 und (3+2) mit 
2 und 6 Formen zu den den Combinationen (4+1), (3+1+1), (2+2+1), 
(2+1+1+1), (1+1+1+1+1) entsprechenden «4 = 16 Formen hinzutreten, 
24 verschiedene Klassen. Es ist: 

Hs = 24, A; = iV»+ «5 = 52. 

Bei den bilinearen Formen von sechs Variabeinpaaren liefern die Com- 
binationen 6, (4+2), (3+3), (2 + 2+2) zu den n^ = 24 Klassen noch 
3+10+3+14 = 30 neue hinzu; also wird: 

w, = 54, iVo = 106. 

In gleicher Weise ergiebt sich: 

«7= 82, Nt= 188, 

«8= 166, As = 354, 

«0 = 252, Ao = 606, 

u. s. f. 

Ebenso wie die Bestimmung der Anzahl aller möglichen verschie- 
denen Klassen bilinearer Formen von n Variabeinpaaren kann auch die 
Aufstellung der sie charakterisirenden Invariantensysteme durch Vereinigung 
der den einzelnen Combinationen zur Summe n zukommenden, verschiede- 
nen Invariantensysteme erfolgen. Dass damit die vollständige Darstellung 
sämmtlicher bilinearer Formen von beliebig vielen Variabeinpaaren zunächst 
in ihren reducirten Formen, dann aber auch die aller äquivalenten Formen, 
welche man aus ihnen durch congruente Substitutionen mit nicht ver- 
schwindender Determinante erhält, ihre gleichzeitige Lösung findet, geht 
aus dem Vorhergehenden hervor. 

IL 

Die algebraischen Invariantensysteme für die bilinearen Formen von drei Variabeinpaaren. 

1. Bezeichnet man mit 
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das System der Coefficienten einer bilinearen Form von drei Variabein- 
paaren *) 

aus der einer zu Gmnde* liegenden bilinearen Form 

zugehörigen Schaar mit transponirten Grundformen, und mit 

|tta,vfc+t?aH| 
die Determinante der Forraenscliaar uf-\-vf\ setzt man ferner 

SO sind die Systeme 

(*,0, (/^), (<^a), (1:0 

und die Grössen 

a und ()^ 
hinreichend, um sämmtliche in der Determinante 

auftretenden Elemente erster, zweiter und dritter Ordnung, sowie auch alle 
übrigen aus ihnen sich zusammensetzenden Bildungen darzustellen. Ins- 
besondere ist, wenn man noch 

setzt: 



ZZll'^l = -^-C»«) =p'<'.+p,r.+^*d.. 



und dabei können 

(Sii) und (D,) als die Coefficienten der beiden Covarianten, 
(0^) und (rf.) „ „ „ „ „ zugehörigen Formen, 

a und J als die beiden Invarianten 



*) Die Indices und Summationsbuchstaben t, A, . . . beziehen sich dementsprechend 
im Folgenden stets auf die Zahlen 1, 2, 3. 
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angesehen werden, welche das vollständige Invariantensystem einer bili- 
nearen Form von drei Variabeinpaaren*) und aach das vollständige simul- 
tane Formensystem des aus einer Form mit nur einer Reihe von Punkt- 
coordinaten und einer Form mit nur einer Reihe von Liniencoordinaten be- 
stehenden „reducirten, äquivalenten Systems" einer bilinearen Form**) von 
drei Variabeinpaaren ausmachen. 

Zwischen diesen linear von einander unabhängigen Grössen be- 
steht eine Anzahl von Beziehungen, unter denen hier nur die identischen 
Gleichungen,: 

hervorgehoben werden mögen. 

Sind nun zwei bilineare Formen von drei Variabeinpaaren und dem- 
nach atfch ihre zugehörigen Schaaren mit transponirten Grundformen äqui- 
valent, d. h. lassen sie sich durch congmente Transformation der beiden 
Variabeinsysteme in einander überfuhren, so stimmen auch ihre „reducirten 
Systeme", wie die obigen Grössen genannt werden mögen, in ihren charak- 
teristischen Eigenschaften überein, und umgekehrt sind diese letzteren ge- 
eignet, die Klasse äquivalenter bilinearer Formen zu charakterisiren. 

Charakteristische Eigenschaften aber bilden das Verschwinden ganzer 
Systeme in allen ihren Elementen, und darauf lässt sich nun die folgende 
Klasseneintheilung für die bilinearen Formen von drei Variabeinpaaren be- 
gründen. Dabei ist zu bemerken, dass das Verschwinden von (sn) auch 
das von (a^*), (T^), a und d nach sich zieht, 

dass aus (O = auch (7^*) = und J = 0, 
aus (pij) ^: au6h rr = 0, 

^ 0, wenn a^O, 
wenn (<,,)$ 0, 

folgt Bei einem nicht verschwindenden System genügt es, dass wenig- 
stens eins der Elemente von Null verschieden ist. 

Die 12 Klassen bilinearer Formen von drei Variabeinpaaren sind 
— in derselben Reihenfolge wie unter I, 2. S. 7 aufgeführt — charakterisirt 



aus (T,,) = auch J = und y''^ ~ ^' 



*) Christoffel,' TheoxiQ der bilinearen Functionen. Dieses Journal, Bd. 68, S. 259. 
**) Clebsch'Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. Leipzig 1876, Bd. I, S. 924. 
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durch die 


Invarianteiisysteme: 










1) 


(O 


$0, 


(Q $ 0, 


(T.0^0, 


(T,0 $ 0, 


a^O, 


<y$o. 


2) 




9 


• 


• 


• 


= 0, 


• 


3) 


% 


» 


• 


(O = 0, 


• 


a = 0. 


• 


4) 


i 


» 


• 
• 


• 


• 


• 


(^ = 0, 


5) 


i 


» 


(Q = 0, 


• 
« 


(T.0 = 0, 


• 


(y = o. 


6) 


■ 




• 


• 


• 


= 0, 


9-0, 


7) 


• 




• 


■ 


(T.) = 0, 


= 0, 


(^.= 0, 


8) 


• 




• 


(Oa) -~ 0, 


(r«) = 0, 


o-O, 


(T-O, 


9) 


(*.0 = 


= 0, 


• 


(«*) - 0, 


(Ta) = 0, 


o-O, 


(^ = 0, 


10) 


• 




(Q 0, 


• 


(T.) = 0, 


= 0, 


(y = o, 


11) 


• 




(Q = 0, 


(«J.*) - 0, 


(T'.O 0, 


= 0, 


(^ = 0, 


12) 


(O 


= 0, 


(O = 0, 


('^.0 - 0, 


{T^d - 0, 


o-O, 


(J-O. 



Sollen zwei der ersten Klasse angeliörige Formen äquivalent sein, 
so müssen sie noch in der absoluten Invariante 



w 



c = - 



^-a-f8 



übereinstimmen, und ebenso ist zur Aequivalenz zweier der 7. Klasse an- 
gehörigen Formen die Uebereinstimmung in einer ähnlich gebildeten, bei 
den bilinearen Formen von zwei Variabeinpaaren auftretenden absoluten 
Invariante erforderlich; die Formen einer der übrigen Klassen lassen sich 
sämmtlich durch congruente Transformation auf dieselbe, in I, 2. angege- 
bene „Normalform" und daher auch in einander überführen. Diese Reduc- 
tion auf die Normalform lässt sich für jede biliueare Form von 3 Variabein- 
paaren auch mit unbestimmten Coefßcienten (a^) unter alleiniger Voraus- 
Setzung der charakteristischen Eigenschaften der zugehörigen teducirlen Systeme 
ganz allgemein und mit vollständiger Angabe der Coefßcienten der Substitu- 
tion ausführen; die dabei zur Anwendung gelangenden Methoden sind in der 
Arbeit des Herrn Kronecker*) y^Ueber die congruenten Transformationen der 
bilinearen Formen" vollständig enthalten. 

Die wirkliche Durchführung dieser Reduction möge einer zusammen- 
hängenden Darstellung der Theorie der bilinearen Formen von drei Variabeln- 



*) Monatsber. der Kgl. Akad. der Wiss. zu Berlin vom April 1874. § 2. 
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paaren vorbehalten bleiben, in welcher auch die hier getroffene Wahl der das 
Invariantensystem bildenden reducirten Systeme gerechtfertigt werden soll. 

2. Die Ausrechnung der reducirten Systeme bietet ein einfaches 
Mittel dar, um in jedem einzelnen Falle die Zugehörigkeit der gegebenen 
bilinearen Form von drei Variabeinpaaren zu einer der zwölf Klassen fest- 
zustellen. 

Zur Erläuterung des Gesagten diene folgendes Beispiel: Ist 

f= ^aitXitii = Sxiy^+2x2yi-2x2i/2-'X2yz'-Xiyi+X3y2+2x3y3, 



also 



/ 3\ 7 

(a.*) = l 2 -2 -1 I, (^«) = l 



-3 -3 
3 3 
6 6 




80 ist das zagehörige redacirte System: ' 

(0 1 1\ / -1 2\ 

1 -2 ), (/.*) = ( 1 -1 1, d. = -1, rfir=-2, rf, = -l, 
1 2/ \-2 1 0/ 

(-4 -2 2\ /O -3 -3\ 

-2 -1 1 ), (T«) = | 3 -3 1, 
2 1 -1/ \3 3 0/ 

I>i = -3, Z), = 3, ßj = -3, 

« 

die Form gehört demnach zur sechsten Klasse. 

Um das „Äronec/rersche Invariantensystem" der Form f zu bestimmen, 
verfahren wir folgendermassen : Es ist 

2v 3ti-<? 

2ti -2(ti+t>) -ti+t? =0, 
— ti+3f? u—v 2(u+v) 

während die ersten Unterdeterminanten nicht sämmtlich verschwinden. Dem- 
nach besteht zwischen den partiellen Ableitungen: 



uOij^+vaJ = 



dfCuv) ^. , V 



2u.y,-2(u + f))y2- (u-v)y,^ 



qI = 2:(tt03*+f ö«)yifc = --(tt~3<?)yi+ (w-t?)y2+2(ti+t?)y3 
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(< = 1, 2, 3), 



eine identische Gleichung: 

d. i. für «=1: 

(-3«*-10«t,-3«')^^+(3«'-8«»-3O-^^+(6«H2tte)-^^ = 0, 
' welche nach Absonderung des gemeinsamen Factors (Su+e) die Form erhält: 



dfiut) 



-(«+3c) g' +(«-3o) 
und eine entsprechende Relation: 



df(fw) 



+2...afei = 0, 



dx, 



- (3«+«) 



ö^C«") /Q.. _N ^K«») , o_ öf(«e) 



-(3«-») ^^"'^+2« 



= 0- 



besteht zwischen den partiellen Ableitungen nach t/f. 

Diese reducirte Gleichung ist homogen und linear in u und v, dem- 
nach ist m" = 1, also n" = 2»«"+l = 3. 

Da ferner die Unterdeterminanten zweiter Ordnung: 

(u^3t>X3u+v) (u-3r)(3M-c) --2r(ii-3ü) I 
2u(3u+v) 2u(3u—v) —2«. 2m / 

keinen gemeinsamen von u und v abhängigen Factor haben , so ist «" = 3 
die einzige Invariante. 

Die Form gehört demnach zur sechsten Klasse. — 

In der That geht 

f = ^Xiy3+2x2yi—2x2f/2-'ix:2yi—X2yi+x^y2+2x^yi 
durch die für x und y übereinstimmende Substitution: 

J2 = an— ^2 + 3^3, 92 = ^1—^2 + ^3, 
J3 = 3j73, ^3 = 3^3 

mit der Determinante: 






2 -1 


1 


-1 +1 





3 



= -6 



in die Form: 



f = h^2 + h^i, 
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und uf+vf dnrch dieselbe Sabstitntion in 
mit der Determinante: 






» 





c 





V 





V 






über, und das ist die Normalform der sechsten Klasse, welche aas einer 

einzigen elementaren Form besteht. 

Für diese reducirte Form tit^z+h^i oder das nunmehr zu Grunde 

liegende System 



(^.0 = I 




\ 








(0 = ( Ol, m = (o Ol, a = 0, (y = o. 
\ j -i/ Vi 0/ 

Die charakteristischen Eigenschaften des reducirten Systems sind also er- 
halten geblieben. 

3. Die Determinanten aller den Klassen 6) bis 12) angehörigen 
bilinearen Formen von drei Variabeinpaaren verschwinden ebenso wie die 
der zugehörigen Schaaren mit transponirten Grundformen identisch, aber 
umgekehrt gehören nicht alle Formen mit verschwindender Determinante 
den genannten Klassen an; vielmehr kommen in jeder einer beliebigen 
bilinearen Form zugehörigen Schaar Formen vor, deren Determinante gleich 
Null ist, ebenso wie jedes Kegelschnittbüschel zerfallende Kegelschnitte 
enthält, und dies gilt ganz allgemein für n Variabeinpaare. Grade diese 
besonderen oder singulären Formen der Schaar sind für die Reduction auf 
die Normalform von entscheidender Wichtigkeit. Bedeutet doch auch die 
Ueberführung auf die kanonische Form in geometrischer Auffassung nichta 
anderes als die Transformation auf ein ganz specielles, singuläres Coordi- 
natensystem, dessen Elemente zu den durch die gleich Null gesetzte bili- 
neare Form dargestellten geometrischen Gebilden in einer inneren, von 
dem zu Grunde gelegten Coordinatensysteme unabhängigen, invarianten Be- 
ziehung stehen. 
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Aus diesem Grunde gehen die algebraischen Behandlungen der hier 
in Betracht kommenden geometrischen Probleme, sei es, dass man sie als 
lineare Verwandtschaft der Reciprocität (Correlation), oder unter gleich- 
zeitiger Betrachtung der zu Grunde liegenden Form und ihrer transponirten 
als eine besondere, schon von Steiner aufgestellte Verwandtschaft zweiten 
Grades auffasst, zumeist von den reducirteu Verwandtschaftsgleichungeu 
gelbst aus, und weisen somit eine Lücke auf, nämlich den Sprung von der 
allgemeinen, alle speciellen Fälle umfassenden Verwandtschaftsgleichung zu 
den eben charakterisirten , den einzelnen speciellen Fällen eigenthümlichen 
reducirten Verwandtschaftsgleichungen. 

Es ist das Verdienst der Weierstrass^chen und Kroneckers^chen Ar- 
beiten, durch Aufstellung der kanonischen oder Normalformen für alle 
möglichen verschiedenen Klassen bilinearer Formen und Formenschaareu 
eben diesen Ausgangspunkt geschaffen zu haben, und diese Resultate haben 
auch, namentlich soweit sie sich auf die Weierstrass^oheu Elementartheiler 
beziehen, vielfache Anwendung gefunden, während mau auf die umfassen- 
deren Kronecker^chen Invariantensysteme die Aufmerksamkeit weniger ge- 
richtet zu haben scheint. Beide Mathematiker haben auch vollkommen 
ausreichende, präcise Vorschriften gegeben, welche es ermöglichen, in jedem 
einzelnen Falle mit mehr oder weniger grossen rechnerischen Schwierig- 
keiten die Ueberführung auf die Normalform auszuführen. 

Dem gegenüber dürfte die Bedeutung der algebraischen Invarianten- 
systeme darin liegen, dass mittels derselben diese vielgenannte und für viele 
Gebiete der reinen und angewandten Mathematik überaus wichtige Reduc- 
tion auch ganz allgemein ausgeführt werden kann; sie dürften somit dazu 
bestimmt sein, jene oben bezeichnete Lücke auszufüllen. 
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Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener 

Systeme. 

IV. Artikel. Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grund- 
gebilden. 

. Hierzu Tafel I, Fig. 1 — 16. 
(Von Herrn Guido Hauck.) 



Einleitung. 

Öchon im II. Artikel *) wurde festgestellt, dass in zwei projectiv- 
trilinearen ebenen Systemen die zugeordneten Punkte auf je drei zuge- 
ordneten geraden Linien drei projectivische Punktreihen bilden. Eine 
Ausnahme hievon machen jedoch die auf den drei Hauptaxen enthaltenen 
Punktreihen, welche in trilinearer Beziehung stehen, und zwar, wie sich 
zeigen wird, in trilinearer Beziehung der allgemeinsten Art. Was anderer- 
seits die Strahlenbüschel anlangt, so werden wir finden, dass zwischen 
drei zugeordneten StrahlenbUscheln jederzeit eine trilineare Beziehung 
besteht. 

Umgekehrt ergiebt sich, dass in zwei sectiv-trilinearen ebenen 
Systemen je drei zugeordnete Strahlenbüschel (mit Ausnahme der in den 
sogenannten Hauptpunkten liegenden) in projectivischer, dagegen je drei 
zugeordnete Punktreihen in trilinearer Beziehung stehen. 

Bevor nun die diesbezüglichen Eigenschaften der trilinearen Ver- 
wandtschaft ebener Systeme weiter verfolgt werden, muss eine Erörterung 
der Eigenschaften der trilinearen Beziehung zwischen drei einstufigen 
Grundgebilden, soweit sie für den vorliegenden Zweck in Betracht kommen, 
vorausgehen. 

Herr Schubert hat hiefür in seiner grundlegenden Abhandlung **) 



♦) S. dieses Journal, Bd. 97, S. 261. 

**) S. Schubert, „Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grundgebilden. ** 
Math. Annalen, Bd. XVII (1880), S. 457. 

Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 1. 4 
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den Weg gebahnt. Er ging dabei von der seclwen Erzeugungsweise tri- 
linearer Punktreihen aus. Im folgenden wird die Untersuchung auf Grund 
der projecliven Erzeugung geführt; und zwar werden zuerst die wichtigsten 
Eigenschaften der doppelkemig-trilinearen Beziehung, dann der eimselkemig- 
trilinearen Beziehung zwischen drei Punktreihen, Strahlenbüscheln oder 
Ebenenbüscheln entwickelt und constructiv verwerthet; hierauf werden die 
Beziehungen zwischen drei Strahlenbüscheln erörtert, welche in drei pro- 
jectiv-trilinearen ebenen Systemen einander zugeordnet sind. 



§1. . 

DoppelkerDig-trilineare Punktreihen. Diö* Grundrelation. 

Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen den Punkten dreier 
geraden Punktreihen, wie er auf den drei Hauptaxen dreier projectiv-tri- 
linearer ebenen Systeme stattfindet. Derselbe kann folgendermassen formu- 
lirt werden (vergl. Fig. 1): 

Projicirt man die Punkte einer Ebene am drei in der Ebene liegenden 
Projectionscentren 0, 0\ 0" auf drei feste Axen I, T, l", so sind je drei 
solche Punkte x^ x, x" auf {, X, t", welche die Projectionen des nämlichen 
Punktes X der Ebene vorstellen, einander zugeordnet. 

Aus früheren Artikeln mag zunächst erinnert werden: Von den sechs 
Kernpunkten p, q, p\ q\ p'\ q'\ in welchen die drei Axen von den drei 
Verbindungslinien • der Projectionscentren geschnitten werden, bezeichnen wir 
je zwei solche, welche die Projectionen eines und desselben Projections- 
centrums vorstellen (also p und q, p' und q'\ p" und (7), als correspon- 
dirende Kernpunkte, — ferner je zwei solche, von denen jeder die Pro- 
jection des der Axe des andern zugehörigen Projectionscentrums vorstellt 
(also p' und q, p" und q, p und q"), als gegnerische Kernpunkte. Fällt 
von einem Tripel zugeordneter Punkte einer in einen Kernpunkt, so muss 
stets ein zweiter ebenfalls in einen Kernpunkt fallen, und zwar entweder 
in den correspondirenden oder in den gegnerischen; der dritte zugeordnete 
Punkt wird unbestimmt. (Vergl. I. Art. § 3 *)). 

Auf je zwei Axen, z. B. V und I", bilden immer diejenigen Punkte 
X und x'y welche zu einem und demselben Punkt x der dritten Axe zu- 
geordnet sein können, zwei projectivische Punktreihen. In den letzteren 



*) S. dieses Journal, Bd. 95, S. 13. 



Hauch, trilineare Verwandtschaft ebener Systeme. IV, 27 

Stellen die correspondirenden Kernpunkte und die gegnerischen Kernpunkte 
je ein Paar entsprechender Punkte vor. — Sind die zwei Punkte x und a?" 
dem Punkte x zugeordnet, so sind es auch die zwei Punkte y^ und y", 
welche bezw. den Punkten x und x* harmonisch conjugirt sind in Bezie- 
hung auf die zugehörigen zwei Kernpunkte p' und q% bezw. p" und q'\ 

Um nun eine Beziehung zwischen den Abständen dreier zugeordneter 
Punkte von den zugehörigen Kernpunkten zu erhalten, bemerken wir, dass 
in dem Dreieck 00' 0" (Fig. 1) das Dreiseitsverhältniss der drei Strahlen 
Ox, O'ar', 0"x'\ weil sie sich in einem Punkte schneiden, den Werth 1 
hat*). Es ist also: 

.. . 8in(Qp, Ox) s m(0' p\ 0' x') 3m(0''p", 0''x") _ . 

^^•>' 8m(0x,0q) 8m(0'x',0'q'.) 8m(0"x",0''q'') "" ^' 

woraus durch Anwendung des Sinussatzes auf die Dreiecke Opxnnd Oxq, 
O'p'x und O'x'q'y u. s. w. sich ergiebt: 

Oq O'q' 0"q'' px p'x' p"x' 



Dp O'p' 0"p" xq x'q' x" q" 

oder: 

V^V TT n TT — ^3 

^ ^ xq X q X q ^ 

wo die Constante C den Werth hat: 

Op O'p' 0"p'' 



= 1 



(3.) C = 



Oq O'q' 0"q" 

Hat man zwei Tripel zugeordneter Punkte a?, x', x' und y, y\ y'\ 
und stellt für beide die Relation (2.) auf, so erhält man durch Division 
die Doppelverhältnissrelation: 

(4) {pq^y){pq'xy){p"q"x"y") = 1. 

Die Relation (2.) bezw. (4.) ist nun von Herrn Schubert als die 
Fundamentalrelation des (durch die blosse Bedingung der eindeutigen 
algebraischen Zuordnung definirten) allgemeinsten Falles der tri linearen 
Verwandtschaft zwischen drei Punktreihen nachgewiesen worden. Damit ist 
also der Beweis erbracht, dass durch Projection eines ebenen Punktsystems 
auf drei, in seiner Ebene liegende feste Axen aus drei festen Centren — 



*) Vergl. Chasles, Traite de Geometrie supcrieure, No. 365. Wir benützen jedoch 
im folgenden stets die Möbiussche Schreibweise des Verhältnisses und reguliren danach 
die Vorzeichen. 
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auf den Axen drei trilineare Pnnktreihen der allgemeinsten Art erzengt 
werden. Es kann daher diese Erzengnngsweise als Definition für 
die allgemeine trilineare Beziehung zwischen drei Pnnktreihen 
aufgestellt werden. 

Es ist von Interesse, wahrzunehmen, wie die Grundrelation (2.) als 
Ausfluss der Fundamentalconstruction der projectiv-trilinearen Verwandt- 
schaft ebener Systeme aufgefasst werden kann. Es ist nämlich in Fig. 2, 
welche diese Fundamentalconstruction veranschaulicht (vergl. I. Art., § 3*)), 
das von den sechs Kernstrahlen gebildete Polygon g2i)Xg^r).^' g^-^x'^ ein wind- 
schiefes Sechseck, welches zufolge des Satzes von Carnot**) von der Ebene 
der drei Hauptaxen in den Punkten /?, q^ p\ q, p'\ q" nach dem Sechs- 
ecksschnittverhältniss +1 geschnitten wird. Es ist also: 



j ^t ^f ^ ^ff ^ft ^tf 



hpJPL _^^_ Ai_?_ _?_? - ^nP ?_!__ ^ 1 

P« 99^1 P'^' 9'9,2 P"^" 9"9,o ' 



oder: 



Fallen nun die Punkte x, x\ x" in die Hauptaxen, so geht Gleichung (5.) 
über in: 

px p'x' p"x" ^ m^^p m^y m^y ^ ^ 
xq x'q' x"q" qm^^ q'm^^ q"m^, 

Dass der letztere Werth der Constanten C mit demjenigen in Glei- 
chung (3.) tibereinstimmt, ergiebt sich leicht durch Anwendung des Sinus- 
satzes auf die Dreiecke qmaip'y qtfnyip!\ q^^-»)P und pOq^ p'O'^', p"0"q". 

Hinsichtlich der Doppelverhältnissrelation (4.) sei noch bemerkt (vergl. 
Fig. 1): Sind a, a\ a die Projectionen eines festen Punktes A^ — x^ x\ x' 
die Projectionen eines veränderlichen Punktes X der Ebene, so ist durch die 
drei Doppelverhältnisse (pqax)^ (p'q'ax)^ (p"9"^'*^")i deren Product den 
Constanten Werth 1 hat, die Lage der drei Punkte x, x\ a;" auf den drei 
Axen und damit die Lage des Punktes X in der Ebene bestimmt. Man 
erkennt leicht, dass diese Doppelverhältnisse identisch sind mit den projec- 
tivischen Coordinalen ***) des Punktes X in Beziehung auf das Grunddreieck 
OO'O" und den Einheitspunkt A. 



*) S. dieses Journal, Bd. 95, S. 10. 

**) Vergl. Carnot, Essai sur la theorie des transversales (Paris 1806), Theor. 3; dazu 
betreffs des Vorzeichens: Möbius, Barycentr. Calcul, § 199. 

***) Vergl. Fiedler, Darstellende Geometrie, 3. Aufl., III., § 15. 
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§2. 

Die Charakteristik und die Fluchtpunkte. 

Wir bezeichnen die Constante C als die Charakterülik der trilinearen 
Beziehung. Ihre geometrische Bedeutung ergiebt sich leicht: 

In jeder Punktreihe möge derjenige Punkt, welcher den unendlich 
fernen Punkten der zwei andern Punktreihen zugeordnet ist, der Flucht- 
punkt der betreflfenden Reihe genannt werden. 

Da in jeder Reihe der unendlich ferne Punkt dem Mittelpunkt der 
Kernstrecke harmonisch conjugirt ist in Beziehung auf die Kernpunkte, so 
ist (gemäss der Bemerkung in § 1, Abs. 4) jeder Fluchtpunkt auch den 
Mittelpunkten der Kernstrecken der zwei andern Reihen zugeordnet. 

Fallen nun von drei zugeordneten Punkten x, x\ a:" zwei ins Un- 
endliche oder in die Mittelpunkte der betreffenden Kernstrecken, so nehmen 
in der Grundrelation (2.) zwei Verhältnisse die Werthe —1, bezw. +1 an. 
Bezeichnen wir also die drei Fluchtpunkte durch w, <?', «?", so ergiebt sich: 

^^'^ ^'^ uq ^ v'q' "^ U)"q"' 

In Worten: Die drei Kernstrecken werden in den Fluchtpunkten in dem näm- 
lichen Verhältniss getheilt, dessen Werth gleich der Charakteristik ist. 

Die Construction der Fluchtpunkte, sei es vermittelst der unend- 
lich fernen Punkte oder der Mittelpunkte der Kernstrecken je zweier Punkt- 
reihen, bietet keine Schwierigkeit. Fig. 3 veranschaulicht die bezüglichen 
bemerkenswerthen Verhältnisse. 

Es sei, noch erwähnt, dass in drei projectiv-trilinearen ebenen Sy- 
stemen die Hauptaxen von den (schon im IL Artikel, § 2 *) besprochenen) 
Fluchtlinien in den Fluchtpunkten der Hauptaxen geschnitten werden. 

§ 3. 

Specielle Fälle. 

1. Hat die Charakteristik den besonderen Werth 

C = 4-1, 

80 sind die Mittelpunkte der drei Kernstrecken einander zugeordnet, und 
es bilden je ein Mittelpunkt und zwei unendlich ferne Punkte ein Tripel 
zugeordneter Punkte. Die Fluchtpunkte fallen in die Mittelpunkte. Es ist 



♦) S. dieses Journal, Bd. 97, S. 266. 
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eine besondere Eigenthümlichkeit dieses und nur dieses Falles, dass die 
endlichen Fluchtpunkte unter sich wieder ein Tripel zugeordneter Punkte 
bilden. 

Auf diesen Specialfall führt u. a. der Satz des Ceva, das heisst: 
er entsteht, wenn die drei Projectionscentren in die Schnittpunkte der drei 
Axen verlegt werden (vergl, Fig. 4). In dieselben Punkte fallen dann auch 
je zwei correspondirende Kernpunkte zusammen. Wir kennzeichnen daher 
diesen Specialfall kurz als Ceva- Beziehung. 

2. Hat die Charakteristik den besonderen Werth 

C= -1, 

so sind die unendlich fernen Punkte der drei Punktreihen einander zuge- 
ordnet, und es bilden je ein unendlich ferner Punkt und zwei Mittelpunkte 
ein Tripel zugeordneter Punkte. Die Fluchtpunkte fallen ins Unendliche. 

Es ist dies derjenige Specialfall, auf welchen bei der Erzeugung 
durch Schnitt der Satz des Menelaos führt, und welchen Herr Schubert 
mit der Bezeichnung „geradlinigte Beziehung" zum Ausgangspunkt seiner 
Untersuchungen gewählt hat. Daher mag dieser Specialfall kurz als Mene- 
laos-Beziehung gekennzeichnet werden. 

Bei der Erzeugung durch Projection erhält man denselben, wenn 
die drei Axen parallel zu den nach irgend einem Punkt U gehenden Strahlen 
OUj O'Uy 0"U sind, also insbesondere — , wenn die drei Axen unter sich 
parallel sind. 

§ 4. 

Coüstruction triliuearer Punktreiheu. 

Aus der Grundrelation (2.) folgt: 

Die trilineare Beziehung zwischen drei Punktreihen ist bestimmt ^ 
wenn die sechs Kernpunkte und die Charakteristik gegeben sind. 

Da sich aber aus Gleichung (2.) umgekehrt der Werth der Charak- 
teristik ergiebt, sobald ein Tripel , zugeordneter Punkte bekannt ist, so gilt 
ferner: 

Die trilineare Beziehung zwischen drei Punktreihen ist bestimmt^ wenn 
die sechs Kernpunkte und ein Tripel zugeordneter Punkte gegeben sind. 

Wir haben im vorangehenden drei trilineare Punktreihen stets in 
orientirter Lage in einer Ebene betrachtet, das heisst in solcher Lage, wo 
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• ■ 

sie die directen Projectionen des in ihrer Ebene enthaltenen Punktsystems 
vorstellen. Diese orientirte Lage spielt für die trilineare Verwandtschaft die 
nämliche wichtige Rolle wie die perspectivische Lage für die projectivische 
Verwandtschaft. . 

Um zu prüfen, ob drei trilineare Punktreihen in einer Ebene sich 
in orientirter Lage befinden, genügt die Untersuchung eines einzigen Tripels 
zugeordneter Punkte x, x, x": Man bringt (vergl. Fig. 1) die drei Ver- 
bindungslinien je zweier gegnerischer Kernpunkte q^'p, qp\ q'p'^ zum 
Schnitt in 0, 0,0' und zieht die Strahlen Ox, 0' x\ 0"x'. Schneiden 
sich diese in einem Punkte, so findet das nämliche für jedes andere Tripel 
zugeordneter Punkte statt, das heisst: die drei Punktreiheu liegen orientirt. 
(Denn ist y, y', y" irgend ein anderes Tripel, so ziehe man die Strahlen 
O'y' und 0"y'\ welche sich in Y schneiden; schneidet dann der Strahl OY 
die Axe pq in i/, so ergiebt sich aus der Grundrelation: 

vq y'q' y"v" "" yq y'q' y"q"' 

woraus folgt, dass 77 mit y zusammenfallen muss.) 

Sind drei trilineare Punktreihen t, T, t" durch die sechs Kernpunkte 
und ein Tripel zugeordneter Punkte x, x\ x' oder durch die sechs Kernpunkte 
und die Charakteristik gegeben, so kann die Aufgabe, weitere Tripel zu- 
geordneter Punkte zu construiren, dadurch gelöst werden, dass man die 
drei Punktreihen in orientirte Lage bringt. Dies ist auf mannigfaltige 
Weise ausführbar. Man kann z. B. (vergl. Fig. 1) die vier Punkte 0, 0', 0" 
und X ganz beliebig festsetzen und dann die drei Punktreihen so in die 
bezüglichen drei Strahlenbüschel 0, 0\ 0" hineinlegen, däss die gegebenen 
Punkte p, x, qr'der Reihe I bezw. in die Strahlen 00" , OX, 00' zu liegen 
kommen, ebenso die Punkte p', x, q der Reihe X in die Strahlen O'O^ 
O'X, 00", u. s. w. 

Ist statt des Tripels x, x, x" die Charakteristik C gegeben, so be- 
stimmt man zunächst in einer Punktreihe, z. B. {, den Fluchtpunkt u so, dass 

^— = C ist, und verfährt im übrigen wie oben, indem man an Stelle der 

Punkte X, x\ x" den Punkt u nebst den unendlich fernen Punkten oder 
den Mittelpunkten der Kernstrecken der zwei andern Reihen benützt. 

Die einfachste orientirte Lage ist diejenige, bei welcher die drei 
Pünktreihen sich in einem Punkte so schneiden, dass die drei gegebenen 
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zugeordneten Punkte im Schnittpunkt zusammenfallen. Durch Verbinden 
von je zwei gegnerischen Kernpunkten ergeben sich dann die drei Pro- 
jectionscentren. 

Drei trilineare Punktreihen, deren Charakteristik ^ -f-l ist, können 
stets in die durch Fig. 4 verbildlichte orientirte Lage gebracht werden. 

Drei trilineare Punktreihen, deren Charakteristik = — 1 ist, sind in 
jeder parallelen Lage orientirt. 

Aus der Doppelverhältnissrelation (4.) folgt: 

Drei Punktreihen, welche zu drei trilinearen Punktreihen einzeln pro- 
jeclivisch sind, sind unter sich ebenfalls trilinear. 

Diese Bemerkung kann zur Construction trilinearer Punktreihen bei 
nicht orientirter Lage benützt werden. 

Liegen z. B. drei trilineare Punktreihen I, t', I", welche durch die 
sechs Kernpunkte und ein Tripel zugeordneter Punkte a, a, a" gegeben 
sind, beliebig in einer Ebene (vergl. Fig. 5), so ziehe man die Verbin- 
dungslinien je zweier gegnerischer Kernpunkte und bringe dieselben in 
0, 0'^ 0" zum Schnitt. Zieht man dann die Strahlen O'a' und 0"a", welche 
sich in A schneiden, so wird bei der vorausgesetzten nicht orientirten Lage 
der Strahl OA nicht durch den Punkt a gehen. Man lege nun durch q 
eine beliebige Gerade i, welche von den Strahlen OA und Op in a und 
71 geschnitten wird. Betrachtet man dann die trilineare Beziehung zwischen 
den drei Punktreihen /, V, V, welche durch die sechs Kernpunkte n^ q, 
p\ q\ p'\ q'' und das Punktetripel «, a', a" bestimmt ist, so befinden sich 
diese drei Reihen in orientirter Lage. Zieht man ferner aa, welche pn m 
C schneidet, so liegen die Punktreihen X und I perspectivisch in Beziehung 
auf C als Projectionscentrum. Man erhält daher ein beliebiges weiteres 
Tripel zugeordneter Punkte x, x\ x" dadurch, dass man x' und x" belie- 
big wählt, O'x' und 0"x" zieht, welche sich in X schneiden, hierauf OX 
zieht, welche i in § schneidet, endlich C§ zieht, welche I in a: schneidet. 

Liegen die Axen der drei Punktreihen I, T, l" windschief im Raum, 
80 kann die Construction ebenfalls durch Vermittlung dreier Hülfspunkt- 
reihen l, l\ i" geschehen, welche zu einander trilinear in orientirter Lage 
sind, und von welchen jede zu einer der gegebenen Punktreihen {, T, I" 
perspectivisch ist. 

Man kann z. B. (vergl. Fig. 6) die Verbindungslinien pp\ p^p\ p"p 
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als Axen der HUlfspunktreihen i, Ü, i" benutzen und deren Punkte zu 
einander in die Ceva-Beziehung (vergl. §. 3, 1) setzen. Zieht man nach 
einem beliebigen Punkt A der Ebene pp'p' die Strahlen p"A, pAy p' A, 
welche l, l!, k" bezw. schneiden in a, a\ a\ so ist of, «', a" ein Tripel 
• zugeordneter Punkte der drei HUlfspunktreihen. Ordnet man nun die drei 
Punkte p, a^.p von i bezw. den Punkten /?, a, q von I projectivisch zu, 
so liegen l und I perspectivisch, da sie den Punkt p entsprechend gemein 
haben. Das zugehörige Projectionscentrum C ergiebt sich als Schnittpunkt 
der Strahlen p^ q und aa. In analoger Weise findet man die Projections- 
centren G und C" für die Punktreihen V und T, i" und I". — Um nun 
zu zwei Punkten x und x' auf X und I" den dritten zugeordneten Punkt 
X auf I zu bestimmen, zieht man Cx^ und Cx!\ welche V und A" schnei- 
den in ^ und |", zieht hierauf pl' und p§\ welche sich in ^ schneiden, 
ferner p"*r, welche i in | schneidet. Zieht man schliesslich C^, welche I 
in X schneidet, so ist x der gesuchte, den Punkten x! und x' zugeordnete. 
Punkt der Punktreihe I. 

Mittelst Projicirens dreier orientirt liegender trilinearer HUlfspunkt- 
reihen erfolgt auch die Construction von trilinearen Punktreihen, die auf dem 
nämlichen Träger liegen. Doch muss die Theorie dreier in einander 
liegender trilinearer Grundgebilde einer gesonderten Betrachtung vorbehalten 
bleiben. 

§ 5. 

Trilineare Strahlonbüschel und Ebenenbüschel. 

Drei trilineare Punktreihen werden aus drei beliebigen Punkten 
durch drei Irilineare Strahlenbü^chet — , aus drei geraden Linien durch drei 
trilineare Ebenenbüschel projicirt, wobei sich die projecti vischen Eigenschaften 
der trilinearen Verwandtschaft von den Punktreihen auf die Strahlen- oder 
Ebenenbüschel übertragen. Allgemein gilt: Drei Grundgebilde erster 
Stufe, welche zu drei trilinearen Grundgebilden einzeln projec- 
tivisch sind, stehen zu einander ebenfalls in trilinearer Beziehung. 

Die Grundrelationen (2.) und (4) übertragen sich auf trilineare 
Strahlenbüschel und Ebenenbüschel in der Art, dass an Stelle der Strecken 
pxy xq, px', u. s. f. die Sinusse der Winkelabstände der Strahlen von den 
bezüglichen Kernsirahlen — bezw. der Ebenen von den bezüglichen Kern- 
ebenen — treten. 
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Projicirt man drei trilineare Punktreihen t, T, t" aus drei Centren 
0, o\ o" und bezeichnet die Strahlen, welche die Punkte p, q, ar, u. 8. f. 
projiciren, und deren positive Richtungen op^ oq, ox u. s. f. seien, durch 
die entsprechenden deutschen Buchstaben, so hat man z. B. für das Strahlen- 
büschel (vergl. Fig. 7): 

sin(p, je) sinCf, q) 

px = op- / V - , xq = oq- -^- —\ , 
^ '^ sm(j:, px) ' ^ ^ sm(fyxq) ' 

woraus folgt: 

px _ öp sin(p,j)_ 
xq ~ oq sin(p,q) 

Stellt man die entsprechenden Gleichungen für die Strahlenbtischel o' und 
o" auf, so ergiebt sich durch Multiplication: 

px pV p^^rc^^ __ op^ o'p^ _oV' sin(p/r) sinCp', ^ sinCp",j") _ ^ 
xq x'q'~ x"q"'' oq o' q' o"(y" sinä, q) slnC^Vq') sin(r", q")' "" 

oder: 

n\ «in(p, y) sinCp',?:') sin^", jO _ rt 

^ ^^ sin(r,q) "sin(f',qO sin(j:", q") " ^' 

wo 

(8«.) e = 



op o'p' o*'p" 



oq o'q* o"q" 



Der in dieser Relation ausgedrückte Zusammenhang zwischen den 
zwei Charakteristiken K und C findet ganz allgemein bei jedem üebergang 
von drei trilinearen Grundgebilden zu drei anderen mittelst Projection oder 
Schnitt statt. Er kann in folgenden Satz formulirt werden: 

Geht man von drei trilinearen einstufigen Grundgebilden zu drei neuen 
vermittelst Projection oder Schnitt über, so findet man die Charakteristik der 
neuen trilinearen Beziehung, indem man das Tripelverhältniss der Entfernungs- 
masse der drei neuen Träger von den zugehörigen alten Kernelementen bildet 
und die alte Charakteristik durch dieses Tripelverhältniss dividirt. 

Dabei ist unter „Entfernungsmass'^ zu verstehen: der Streckeuabstand 
zweier Punkte oder eines Punktes von einer Geraden, oder der Sinus des 
Winkelabstandes zweier Geraden oder einer Geraden von einer Ebene. 

Geht man z. B. umgekehrt von den trilinearen Strahlenbüscheln 
0, o\ o" vermittelst Schnitt über zu den Punktreihen I, T, I", so sind die 
Geraden I, T, l" die neuen Träger, und die Strahlen p, q, p\ q', p'\ q" die 
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alten Kernelemente. Das Tripelverhältniss der Entfernungsmasse ist also 

_ sing, p) 8iD(r,po 8in(^^ p'') 

" 8in(l, q) sin(l', q') sinO", q") ' 
und man hat: 



sina,p) sin(r,p') 8in(l",p") 



sinaq) 8in(r,q') sin(r,q'0 

wie sich unmittelbar aus Gleichung (8^) ableiten lässt. 

Geht mart ferner von drei trilinearen Strahlenbüscheln o, o', o" ver- 
mittelst Projection über zu drei Ebenenbüscheln mit den Axen a, a', a", so 
sind a, a', a" die neuen Träger, und die Strahlen p, q, p\ q', p'\ q" die alten 
Kernelemente. Werden die Ebenen, welche die Strahlen p, q, j u. s. f. pro- 
jiciren (vergl. Fig. 8), bezw. durch t?, x^ ^ u. s. f. bezeichnet, so erhält man 
durch Anwendung des Sinussatzes auf die Dreikante o, opg und o, ajq, u. s. f. : 

6 



(9«.) /^ = 



sinCa,p) sinCa',1)0 sin(a",p") 



8in(a, q) sin(a', q') 8in(a", q") 

Bei dem umgekehrten Uebergang von den Ebenenbüscheln zu den 
Strahlenbüscheln durch Schnitt sind die Ebenen der Strahlenbüschel f, «', e" 
die neuen Träger, die Ebenen n^ x, n', x'^ n\ yJ' die alten Kernelemente, 
und man hat: 

r 



(9\) e - 



sin(*, n) sin(*', «') sin(<", n") 



8in(*, %) sin(*', x') sin(«", x") 

Beim Uebergang von Punktreihen zu Ebenenbüscheln kommen die 
Entfernungen der Kernpunkte der Punktreihen von den Axen der Ebenen- 
büschel — , beim umgekehrten Uebergang von Ebenenbüscheln zu Punkt- 
reihen die Winkel, welche die Kernebenen der Ebenenbüschel mit den Axen 
der Punktreihen bilden, in Betracht. (Zum Beweise des Satzes für diese 
Fälle nehme man die Vermittlung von beiderseits perspectivischen Strahlen- 
büscheln zu Hülfe und combinire die zwei Gleichungen (8".) und (9".), bezw. 
(8^) und (9\) 

§6. 

Fortsetzung. Die Fluchtelemente. Construction trilinearer Strahlenbüschel und Ebenenbüschel. 

Bei drei trilinearen Strahlenbüscheln und Ebenenbüscheln spielen die 
Strahlen, bezw. Ebenen, welche die Winkel zwischen den positiven Rich- 

5» 
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tungen je zweier Kernelemente und deren Nebenwinkel halbiren, eine ähn- 
liche Rolle wie bei den trilinearen Punktreihen die Mittelpunkte der Kern- 
strecken und die unendlich fernen Punkte. 
Durch die Gleichungen: 

öinCp, u) __ sin(l)', Ü') _ sin(l)",jp'0 ^ rc 
sin(n, q) "" sin(ü', q') "" sin(n3", q") ~ 

sind die drei Fluchtelemente u, t)', tu" bestimmt, von denen jedes mit den 
Halbirungselementen der Kern- Winkel der zwei andern Büschel — , sowie 
mit den Halbirungselementen der zwei Kern-Nebenwinkel ein Tripel zuge- 
ordneter Elemente bildet. 

In dem speciellen Fall, wo die Charakteristik den Werth +1 hat, 
bilden die drei Halbirungselemente der Kern-Winkel unter sich, und ferner 
jedes derselben zusammen mit den Halbirnngselementen der Kern -Neben- 
winkel der zwei andern Biuächel ein Tripel zugeordneter Elemente. 

In dieser speciellen Beziehung (Ce'ca- Beziehung) stehen insbesondere 
drei in einer Ebene liegende StrahlenbUschel, von denen je drei durch den 
nämlichen Punkt gehende Strahlen einander zugeordnet sind *), vorausge- 
setzt, dass in jedem Büschel die positiven Richtungen der Kernstrahlen vom 
Centrum nach den Centren der zwei andern Büschel zielen. Die Summe 
der drei Kernwinkel beträgt in diesem Fall zwei Rechte. 

Hat die Charakteristik den Werth —1, so bilden die Halbirungs- 
elemente der drei Kern-Nebenwinkel unter sich, und ferner jedes derselben 
zusammen mit den Halbirungselementen der Kern- Winkel der zwei andern 
Büschel ein Tripel zugeordneter Elemente. Insbesondere stehen in dieser 
speciellen Beziehung (Menelaos- Beziehung) drei in einer Ebene liegende 
StrahlenbUschel , die so auf einander bezogen sind, dass je drei Strahlen, 
deren Schnittpunkte mit den Verbindungslinien der drei Centren in gerader 
Linie liegen, einander zugeordnet sind **) (unter der nämlichen Voraussetzung 
wie oben betreffs der positiven Richtungen der Kernstrahlen). Auch hier 
beträgt die Summe der drei Kernwinkel zwei Rechte. 

Die Construction dreier in einer Ebene liegender allgemein -tri- 
linearer Strahlenbüschel o, o\ o", welche durch die Kernstrahlen p, q, p'. 



*) Vergl. Chasles, Traite de Geom. super., Nr. 365 (unter BerücksichtigUDg der Fuss- 
noto auf S. 27 in Betreff des Vorzeichens). 

**) Vergl. Chasles, Traite de Geom. super., Nr. 363 (unter Berücksichtigung der 
Fussnote auf S. 27). 
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q', p'\ q" nebst einem Tripel zugeordneter Strahlen a, a', a" gegeben sind, 
kann durch Vermittlung dreier Hüifsstrahlenbüschel w, co'^ co" erfolgen, 
welche unter sich in der Ceva-Beziehung stehen, und von denen jedes zu 
einem der gegebenen Strahlenbüschel o, o\ o" perspectivisch ist. Man kann 
z. B. (vergl. Fig. 9) die Schnittpunkte von p und p', p' und p", p" und p 
als Hülfscentren w^ w', cü" benützen. Zieht man dann nach einem belie- 
bigen Punkt A die Strahlen taA^ cj'A, w^'A^ so stellen diese ein Tripel zu- 
geordneter Strahlen der Hüifsstrahlenbüschel vor. Ordnet man nun die drei 
Strahlen wü>", cücü', ü)A des Büschels (d bezw. den Strahlen :p, q, a des 
Büschels projectivisch zu, so liegen beide Büschel perspectivisch, da sie 
das erste Strahlenpaar entsprechend gemein haben. Die zugehörige Per- 
spectivitätsaxe ergiebt sich als Verbindungslinie der Schnittpunkte x und a 
der zwei andern Strahlenpaare. In analoger Weise findet man die Per- 
spectivitätsaxen x:a' und x^^a!^ für die zwei Strahlenbüschel cü' und o\ bezw. 

« 

w" und o". — Um nun beliebige weitere Tripel zugeordneter Strahlen der 
Büschel 0, o', o" zu bestimmen, zieht man nach einem beliebigen Punkt X 
Strahlen von co, io\ ü)'\ markirt deren Schnittpunkte mit den bezüglichen 
Perspectivitätsaxen und zieht nach ihnen Strahlen von o, o', o". 

Die Uebertragung der besprochenen Constructionen auf Ebenen- 
büschel bietet keine Schwierigkeit. 

§7. 

Die einzelkernig-trilineare Beziehung. 

Eine besondere Gattung der trilinearen Beziehung dreier Punktreihen 
wird dadurch bedingt, dass bei orientirter Lage die drei Projectionscentren 
O, 0\ 0" in gerader Linie liegen (vergl. Fig. 10a). Es fallen alsdann in 
jeder Punktreihe die zwei Kernpunkte in ein^n einzigen Punkt zusammen, 
welcher durch den Schnitt der betreffenden Punktreihe mit der Geraden OO'O'^ 
bestimmt ist. Wir bezeichnen daher diese Gattung als einzelkernig-'triUneare 
Beziehung im Gegensatz zu der allgemeinen oder doppelkernig - trilinearen 
Beziehung. 

Herr Schubert hat bereits auf diesen Specialfall unter der Bezeich- 
nung „Ausartung ?/" hingewiesen *). 

Die drei Kernpunkte j9^ p', p" stellen wieder singulare Punkte vor 



♦) S. a. a. 0. § 7. 



•J 
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von der Eigenschaft, dass, wenn von einem Tripel zugeordneter Punkte einer 
in einen Kernpunkt fällt, stets ein zweiter ebenfalls in einen Kernpunkt 
fallen muss, während der dritte zugeordnete Punkt unbestimmt wird. Denn 
fällt z. B. X nach p (vergl. Fig. 10 a), so muss der Punkt A, dessen drei 
Projectionen x, a?', a?" vorstellen, in der Geraden OO'O'^ liegen. Im all- 
gemeinen wird dann x' nach p\ x' nach p" fallen. Wird aber X speciell 
in 0" angenommen, so fällt x' nach p' und wird x'' unbestimmt. 

Denjenigen Punkt jeder Punktreihe, welcher, den unendlich fernen 
Punkten der zwei andern Punktreihen zugeordnet ist, nennen wir wieder 
den Fluchtpunkt der betreifenden Reihe und bezeichnen die drei Fluchtpunkte 
wieder durch n, <?', w\ 

Um die Grundrelation der einzelkernig-trilinearen Verwandtschaft 
aufzustellen, liegt es nahe, in jeder Punktreihe den Kernpunkt und den 
Fluchtpunkt als Grundpunkte zu benützen. Da man jedoch bei Verwendung 
der Fluchtpunkte die Grundrelation zunächst nicht in projectivischer Form 
erhalten würde, und da sich die betreifende Relation nicht auf den Special- 
fall erstrecken würde, wo die drei unendlich fernen Punkte einander zuge- 
ordnet sind, so benützen wir statt der drei unendlich fernen Punkte und der 
drei Fluchtpunkte besser sechs Punkte von allgemeiner Lage, die aber unter 
einander in dem nämlichen Zusammenhang stehen wie jene. 

Die drei unendlich fernen Punkte und die drei Fluchtpunkte bilden 
zusammen drei Tripel zugeordneter Punkte. Sechs in dieser Art unter ein- 
ander verbundene Punkte wollen wir allgemein ein Sextupel zugeordneter 
Punkte nennen. Ein solches besteht aus 3 Hauptpunkten, von welchen in 
jeder Punktreihe einer beliebig angenommen werden kann, und den 3 Neben- 
punkten, welche aus den drei Hauptpunkten dadurch hervorgehen, dass jeder 
mit zwei Hauptpunkten ein Tripel zugeordneter Punkte bildet. Bei orientir- 
ter Lage der drei Punktreihen stellen die sechs Punkte des Sextupels die 
Projectionen von drei Punkten Si, S2, S^ vor (vergl. Fig. 10a), und es mögen 
nun die sechs Sextupelpunkte so bezeichnet werden, dass jeder denselben 
Index erhält wie der Punkt der Ebene, von welchem er eine Projection 
repräsentirt. Demgemäss seien die drei Hauptpunkte: «1?, «23, «3!, die drei 
Nebenpunkte: «3, «l, sl. Es bilden dann je drei solche Punkte, welche 
denselben Index, aber verschiedene Accente tragen (also: *i2«l««, s^s'^si^ 
*3«23«3i), ein Tripel zugeordneter Punkte. 

Eß sei nun x, x\ x' ein beliebiges Tripel zugeordneter Punkte. 
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Wir sQchen eine Beziehung zwischen den drei Kernpunkten, den sechs 
Punkten des Sextupels und den drei Punkten des Tripels x, x\ x. 

Zw diesem Zwecke betrachten wir eine zu der ebenen Figur 10a 
colliileare, in welcher die der Linie OO'O" entsprechende Gerade ins Un- 
endliche fällt. Diese collinear verwandte Figur ist in Fig. 106 dargestellt 
Die einzelnen Punkte sind in ihr mit den gleichlautenden griechischen Buch- 
staben bezeichnet. Sie giebt dieselben Verhältnisse, welche Fig. 10a für 
die centralprojectiV'tYilinesLve Beziehung veranschaulicht, für die parallelpro- 
jectW'triWneBxe Beziehung wieder. In der letzteren fallen die Kernpunkte 
ins Unendliche. 

Da nun je zwei entsprechende Doppelverhältnisse in beiden Figuren 
gleich sind, so hat man: 



(10.) 









^ai^'a 



Bezeichnet man in Fig. 106 den Schnittpunkt von §S mit -2*1-2*3 
durch 17, — von ^'S mit -5*1 -5*3 durch ??', — von ^"S mit -5*3 -5*2 durch 17", 
zieht man ferner t?"^" parallel Et] und bemerkt, dass dann ^"-2*3 = 1/?^' ist, 
so ergiebt sich: 

^lt^3 ^2 3^1 ^Zl^'i ^l^Z ^Z^X ^Z^2 

Sn riS SC' 2 2 

— h "v-^ — I " — 



^1^3 ^1^3 ^3^1 ^1^3 



oder 

(11.) ^iiL+ ^3iL+ ^g_ = 1. 



<'ia^3 <^2z^i ^'si^j 



Dies ist die Grundrelation für die parcUlelprojectiv- trilineare Be- 
ziehung dreier Punktreihen. 

Aus ihr ergiebt sich vermöge der Gleichungen (10.) die Grundrelation 
für die allgemeine einzelkemig-trilineare Beziehung: 

(12.) {pSnB,x) + {p'8[,8\x') + {fB';,BU'') = 1. 

Aus dieser Gleichung folgt zunächst, dass drei Punktreihen, welche 
zu drei einzelkernig-trilinearen Punktreihen einzeln projectivisch sind, unter 
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sich ebenfalls in einzelkernig-trilinearer Beziehung stehen. Dagegen kann 
man von doppelkernig-trilinearen Punktreihen zu einzelkernigen oder 
umgekehrt nicht durch projectivische Transformation gelangen. 

Gleichung (12.) vereinfacht sich wesentlich, wenn man als Haupt- 
punkte «12, «a, «31 des Sextupels die unendlich fernen Punkte der drei Punkt- 
reihen wählt; die Nebenpunkte «3, «J, 82 fallen dann in die Fluchtpunkte 
u, v\ w", und die Gleichung (12.) geht über in die folgende Fluchtpunkt- 
relation der einzelkernig-trilinearen Beziehung: 

(13.) |f+Ä+S^=l- 

Diese Umformung ist jedoch nicht mehr angängig in dem Special- 
fall, wo die unendlich fernen Punkte der drei Punktreihen einander 
zugeordnet sind, also die Fluchtpunkte ins Unendliche fallen. Dies findet 
statt, wenn die Axen der drei Punktreihen parallel zu den nach irgend 
einem Punkt U der Ebene gehenden Strahlen 0(7, 0*U^ 0"U sind, also 
insbesondere, wenn (wie in Fig. 11*)) die Axen unter sich parallel sind. 

Um für diesen Specialfall eine mit Gleichung (13.) analoge Form 
der Grundrelation zu erhalten, wählen wir als Hauptpunkte «12, «23? «31 bezw. 
die Punkte 00, 00' und einen beliebigen Punkt «". Die Nebenpunkte «3 
und s[ (welche bezw. den Punkten oo', n" und c», n" zugeordnet sind) 
mögen durch / und m bezeichnet werden; der Nebenpunkt «i' (welcher 30, 
00' zugeordnet ist) wird 00". Gleichung (12.) geht alsdann über in die 

folgende: 

(p^lx)+(p'oc'm'x')+(p'n"oc"x") = 1, 

woraus sich ergiebt: 



(14.) ii+p^..p';;''l = 0. 

^ '^ px p^x p" x" 

Diese Relation findet sich in .etwas anderer Form, bezogen auf eine 
der Erzeugung durch Schnitt entsprechende Plgur, schon bei Poncelet **). 
Wir kennzeichnen daher den vorliegenden Specialfall durch die Bezeichnung 
Poncelet'-Be&iehung, 

Fig. 11 zeigt die geometrische Bedeutung der drei Grössen p/, p'm\ 



*) Dass in Fig. 11 die Axen senkrecht zu der Centralen OO'O" angenoramen sind, 
ist für die gegenwärtige Betrachtung bedeutungslos. 

**) S. Traite des propr. proj. II, 51. 
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p"»", deren Verhältnisse stets dieselben sind, wie auch der Punkt n" ge- 
wählt werden mag. 

Aus der Relation (14.) folgt femer, dass, wenn x^ x\ x" ein Tripel 
zugeordneter Punkte bilden, auch je drei Punkte, deren Abscissen den Ab- 
scissen von x, x\ a?" proportionirt sind, einander zugeordnet sind. Drei 
solche unter sich ähnliche Reihen von zugeordneten Punkten bilden bei 
orientirter Lage mit parallelen Axen die Projectionen einer zu den Axen 
parallelen Punktreihe. 

§ 8. 

Construction einzelkemig-trilinearer Punktreihen. 

Aus den Grundrelationen (12.) und (13.) folgt, dass die einzelkernig- 
trilineare Beziehung zwischen drei Punktreihen bestimmt ist, wenn die 
drei Kernpunkte und ein Sextupel zugeordneter Punkte — , oder wenn die 
drei Kernpunkte und die drei Fluchtpunkte gegeben sind. Da ein Sex- 
tupel zugeordneter Punkte drei Tripel in sich schliesst, so folgt ferner: Die 
einzelkernig-trilineare Beziehung ist bestimmt aus den drei Kernpunkten 
und drei Tripeln zugeordneter Punkte. 

Sind bei der letzteren Bestimmungsart aa!a!\ bb'b'\ cc d' die drei 
gegebenen Tripel, so kann die Bestimmung weiterer Tripel zugeordneter 
Punkte XX x' dadurch erfolgen, dass man zunächst ein Sextupel ermittelt. 
Dies geschieht, indem man von den gegebenen Tripelpunkten vier geeignete 
als Sextupelpunkte wählt, z. B. a, d ^ 6" als Hauptpunkte «12, «23, «3m ™it 
a ' als Nebenpunkt «2'. Stellt man alsdann die Grundrelation (12.) für die 
zwei Tripel hVW und cd d' (an Stelle von xxx") auf, so erhält man zwei 
Gleichungen zur Bestimmung der noch fehlenden zwei Nebenpunkte «3 und 8\. 

Auf constructivem Wege erfolgt die Bestimmung beliebiger Tripel 
zugeordneter Punkte wieder dadurch, dass man die drei Punktreihen in 
orientirte Lage bringt, was auf mannigfaltige Weise geschehen kann: 

Sind die drei Kernpunkte und ein Sextupel gegeben, so können die 
Punkte Si, S2, S3 sowie die Gerade 000' der Fig. 10a willkürlich ge- 
wählt werden; hierdurch bestimmen sich zunächst die drei Centren 0, 0\ 0", 
worauf die Punktreihen t, T, t" so in die drei Strahlenbüschel 0, 0', 0" 
hineingelegt werden, dass die in jeder Reihe gegebenen drei Punkte in 
die ihnen entsprechenden Strahlen zu liegen kommen. 

Sind die drei Kernpunkte und drei Tripel zugeordneter Punkte 
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a€i(i\ hllV\ cdd^ gegeben, so kann man eine Orientirung auf folgende 
Weise erreichen: Man legt die drei Punktreihen so (vergl. Fig. 12), dass 
die drei Kernpunkte p, p\ p" in gerader Linie liegen, und ferner, dass z. B. 
o mit a! und b mit 6'' zusammenfällt. Verbindet man nun Punkt a (= a') 
mit a'\ und Punkt b (= 6") mit 6', so schneiden diese Verbindungslinien 
die Gerade pp'p" bezw. in den Punkten 0" und 0'. Zieht man endlich 
O'c und 0"c"y welche sich in C schneiden, und verbindet C mit c, so 
schneidet die Verbindungslinie die Gerade pp'p" im Punkt 0. 

Die Poncelet-Beziehung ist, wie aus Gleichung (14.) folgt, durch die 
, drei Kernpunkte und zwei Tripel zugeordneter Punkte aa'a" und bVb" be- 
stimmt. Um bei solcher Bestimmung die drei Punktreihen in orientirte 
Lage mit parallelen Axen zu bringen, legt man (vergl. Fig. 13) zunächst 
zwei Punktreihen I und V beliebig unter sich parallel und nimmt auf der 
Verbindungslinie pp' die Centren und 0' willkürlich an. Hierauf zieht 
man Oa und OV, die sich in A schneiden, — Ob und O'V, die sich in B 
schneiden, zieht durch ^ die Parallele zu I, welche die Centrale 00' in n 



'tn*f 



fiA d"o 

schneidet, und bestimmt auf nA einen Punkt ß so, dass -tö^ iTü,r ist. 

Endlich zieht man Bßj welche die Centrale in 0" schneidet, zieht 0''A, 
und legt die Punktreihe I" parallel zu I und \! so in das Strahlenbüschel 
&' hinein, dass die drei Punkte p\ d\ b" bezw. in die Strahlen 0"7i^ 0"Ay 
0"ß fallen. 

§9. 

Einzclkernig-trilineare Strahlenbüschel und Ebenenbüschel. 

Drei Grundgebilde erster Stufe, welche zu drei einzelkernig-trilinearen 
Grundgebilden projectivisch sind, stehen zu einander in einzel kernig -tri- 
linearer Beziehung. Die Grundrelation (12.) überträgt sich auf einzelkernig- 
trilineare Strahlenbüschel und Ebenenbüschel in der Art, dass an Stelle der 
Doppelverhältnisse die Sinusdoppelverhältnisse zwischen den entsprechenden 
Strahlen, bezw. Ebenen treten. 

Wählt man als Hauptelemente des Sextupels diejenigen Strahlen, 
bezw. Ebenen, welche zu den Kemelementen rechtwinklig sind, und be- 
zeichnet die Elemente, welche je zweien derselben zugeordnet sind, durch 
u, d', tu", so vereinfacht sich die Grundrelation zu der folgenden: 

^ ^^ tg(p, f) "^ tg(i)', r) "^ tg(p", r)~ 
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In dem Fall, wo die drei rechtwinkligen Elemente einander zuge- 
ordnet sind, erhält man für die Qrundrelation die Form: 



/ifiN tg(p,I) tgCpMnQ tg CpMi^O _ ^ 



wo die Bedeutung der drei Elemente I, tn', n" derjenigen der drei Punkte 
/, m\ n" in Gleichung (14.) des § 7 analog ist. 

In dieser speciellen einzelkernig-trilinearen Beziehung (JPoncelet- 
Beziehung) stehen insbesondere drei in einer Ebene liegende Strahlenbüschel, 
deren Centren in gerader Linie liegen, und von deren Strahlen je drei 
durch einen Punkt gehende einander zugeordnet sind. In Fig. 11 repräsen- 
tiren 0, 0\ 0" drei solche StrahlenbUschel : die Kernstrahlen fallen mit der 
Linie OOV*^ zusammen, die rechtwinkligen Strahlen werden durch OSi, 
O'Sa, 0"S2, die Strahlen I, tn', n" bezw. durch Ol, 0'm\ 0"n" vorgestellt 
Gleichung (16.) kann auch auf die Form gebracht werden: 

^ ^^ t«(p, f) ^ tg(p', r) ^ tg(p", n 

§ 10. 

Die Sextupelrelation und Fluchtpunktrelation für die doppelkernig-trilineare Beziehung. 

Die in § 7 direct abgeleiteten Grundrelationen (12.) und (13.) der 
einzelkernig-trilinearen Beziehung lassen sich auch aus der Grundrelation 
(2.) der doppelkernigen Beziehung darch Specialisirung herleiten. Es 
existiren nämlich zu den Relationen (12.) und (13.) auch für die doppel- 
kemige Beziehung Analoga, welche freilich nicht symmetrisch gebaut und 
daher von geringerer Tragweite sind. Sie ergeben sich aus der Grund- 
relation (2.) auf folgende Weise: 

Gleichung (2.) kann zunächst in der Form geschrieben werden: 

px.p'x'.(p''f + g"x") = C(xp+pqXx'p'+p'q')x''q" 
oder: 

m (f^-i)(-^-i)+i(f^+i) = 0. 

Nun folgt aus Gleichung (6.): 

pu C ' p'v' ~ C ' q"w" ~ \^^^^J^ 

woraus: 

6* 
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(19.) 



C+1 

PI = —c~P^> 



p'Y = -(C+l)5r"«,". 
Setzt man diese Werthe in die Gleichung (18.) ein, so ergiebt sich: 

^ "^ px p*s? 7'V C px p'x' 

Dies ist nun die zq Gleichung (13.) analoge Fluchtpunktrelation fUr die 
doppelkernige Verwandtschaft. Die darin vorkommenden drei Kernpunkte 
Pf v\ 5^" 8^^^ solche, welche zusammen ein Tripel zugeordneter Punkte 
repräsentiren können (ein Kernpunkt, sein gegnerischer und sein correspon- 
dirender). Geht die doppelkernige Verwandtschaft in die einzelkemige über, 
so fallen in jeder Punktreihe die zwei Kernpunkte zusammen; daher wird 
vermöge der Gleichungen (19.): 

C = -1, 

mit welchem Werthe die Relation (20.) in die Form (13.) übergeht. 

Ist die doppelkernig -trilineare Beziehung gegeben durch die drei 
Kernpunkte p, p\ q\ die drei Fluchtpunkte «, r>\ w" und die Charakte- 
ristik C, so bestimmen sich die drei übrigen Kernpunkte aus den Glei- 
chungen (19.). 

Aus der Fluchtpunktrelation (20.) ergiebt sich des weiteren ver- 
mittelst projectivischer Transformation die (zu Gleichung 12 analoge) Sex- 
tupelrelation der doppelkernigen Verwandtschaft: 

(21.) (p8n8:iX) + (p's2z8[x') + (q''8^^S2x'') = K(p8i28iXXp'8'2z8\x) + l. 

Hier bedeuten wieder 5,2, «23? ^ai die Hauptpunkte, «3, «1, 5" die 
Nebenpunkte eines Sextupels zugeordneter Punkte. K ist eine Constante, 
deren geometrische Bedeutung durch die Beziehung: 

(22.) K = (p8,2q8,) = (p'8'2,q'8\) = (p"8',[q"8'0 

ausgedrückt ist, welche sich aus den Gleichungen (19.) mittelst projecti- 
vischer Transformation ergiebt. 

Fallen die zwei Kernpunkte in jeder Punktreihe zusammen, das 
heisst: geht die doppelkernige Verwandtschaft in die einzelkernige über, 
80 wird Ä'=0, wodurch Gleichung (21.) in die Form (12.) übergeht. 

Ist die doppelkernig- trilineare Beziehung gegeben durch die drei 
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Kernpunkte p, p', q"^ ein Sextapel zugeordneter Punkte nnd die Constante 
K, so bestimmen sich die drei übrigen Kernpunkte aus den Gleichungen 
(22.). Um die Charakteristik C zu ermitteln, kann man die Grundrelation 
(2.) auf drei zugeordnete Punkte des Sextupels, z. B. 81%, «^, 82^ anwenden^ 
und in der hierdurch erhaltenen Gleichung 

die aus den Gleichungen (22.) bestimmten Werthe der drei Quotienten ein- 
setzen. Man erhält alsdann: 

(23.) C = ^^^^^-—,77 » ' " • 

§ 11. 

Ausgeartete trilineare Beziehung. 

Von den in mannigfacher Weise auftretenden Ausartungen der tri- 
linearen Beziehung sei hier nur ein Fall hervorgehoben, der sich im fol- 
genden bemerkbar machen wird, und welchen auch bereits Herr Schubert 
unter der Bezeichnung „Ausartung a>*' erwähnt*). 

Er entsteht dadurch, dass ein Projectionscentrum, z. B. 0, auf der 
zugehörigen Axe I selbst liegt (vergl. Fig. .14). Es fallen dann die zwei 
Kernpunkte p und q mit zusammen. 

Sowohl aus dieser geometrischen Definition als aus der Grund- 
relation (2.) geht unmittelbar hervor, dass alsdann der eine Kernpunkt von 
I, in welchem p und q vereinigt sind, jeden zwei beliebigen Punkten x' 
und x" von V und l" zugeordnet ist. Ferner sind die Punkte der Punkt- 
reihen r und V\ sofern beide von 0' und 0" aus auf die Punktreihe I per- 
spectivisch bezogen werden, projectivisch gepaart, und jedem Paar ent- 
sprechender Punkte x\ x" ist jeder beliebige Punkt x von I zugeordnet 



§ 12. 

Zugeordnete Strahlenbüschel in drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen. 

Wir wenden uns nunmehr wieder zu der Betrachtung der Eigen- 
schaften dreier projectiv-trilinearer ebcDen Systeme und untersuchen den 



*) S. a. a. 0. § 7. 
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Zusammenhang, der in denselben zwischen drei zugeordneten Strahlen- 
büscheln stattfindet 

Denken wir uns die drei Systeme in räumlich-orientirter Lage, so 
können drei zugeordnete Strahlenbüschel a, a\ a" aufgefasst werden als 
die Projectionen eines räumlichen Strahlenbündels A. Schneiden nun irgend 
drei zugeordnete Strahlen g, g', j", welche die Projectionen eines Strahls 3£ 
des Bündels A vorstellen, die betreifenden Hauptaxen in den Punkten 
Xy x\ a?", so repräsentiren x, x\ x" die Projectionen des Punktes X, in 
welchem der Strahl X die Ebene der Hauptaxen schneidet, und bilden so- 
mit ein Tripel zugeordneter Punkte. Dasselbe gilt für sämmtliche Punkte- 
tripel X, x\ x'\ in welchen je drei zugeordnete Strahlen j, j', g" der drei 
Büschel die Hauptaxen schneiden. Da aber diese Punktetripel drei trilineare 
Punktreihen bilden, so sind (nach § 5) auch die sie projicirenden Büschel 
trilinear. Man hat also den Satz: 

In drei projeclw-trilinearen ebenen Systemen stehen drei zugeordnete 
Strahlenbuschel in Iriünearer Beziehung. Oder: Drei Slrahlenbüschely welche 
irgend drei Projectionen eines Strahlenbündels vorstellen, stehen in trilinear er 
Beziehung. 

Bei allgemeiner Lage der Centren a, a', a", wie sie im vorange- 
henden stillschweigend angenommen wurde, ist die trilineare Beziehung der 
zugeordneten Strahlenbuschel eine doppelkernige. Für jedes Büschel 
bilden die durch die zwei Kernpunkte der betreifenden Ebene gehenden 
Strahlen die Kernstrahlen. 

In dem Falle, wo die drei Centren in den drei Hauptaxen liegen, 
fallen in jedem Büschel die zwei Kernstrahlen zusammen, und die trilineare 
Beziehung der Büschel wird eine einzelkernige. 

Der Beweis hierfür kann in folgender Weise geführt werden: 

a, a', a" (vergl. Fig. 15) seien die Centren der drei Strahlenbüschel, 
A sei der Punkt, dessen Projectionen sie vorstellen, j, g', g" seien drei zu- 
geordnete Strahlen der drei Büschel. Derjenige Strahl des Bündels A, 
dessen Projectionen g, g', g" repräsentiren, möge die Projectionsebene S in 
X schneiden. Dann muss X jedenfalls auf dem Strahl g liegen. Ferner 
muss X auf den zwei Linien liegen, nach welchen die durch 0' und 0" 
gelegten projicirenden Ebenen von AX die Ebene S schneiden. Diese 
Linien finden sich aber leicht wie folgt: Schneidet der Strahl g' den Grund- 
schnitt g„j in «1, und schneidet O'a die Hauptaxe pqr in Cj, so ist SiCi die 
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Schnittlinie der projicirenden Ebene durch 0'; entsprechend ist, wenn g" den 
Grondschnitt gso ^^ h — , und wenn 0"a'' die Hauptaxe pq in C2 schneidet, 
S2C2 die Schnittlinie der projicirenden Ebene durch 0". Es müssen sich 
also die drei Linien jr, Ci^i, C2S2 in dem nämlichen Punkt X schneiden. 
Betrachtet man nun andere und andere Tripel zugeordneter Strahlen j, j', j", 
so bleiben die Punkte a, Ci, Cj unverändert, nur die Richtungen der durch 
sie gehenden Linien je, Ci«x, 02^2 ändern sich, jedoch so, dass sie sich immer 
in einem Punkt X schneiden. Hieraus und aus dem Umstände, dass die 
Punkte a^ Ci, C2 in gerader Linie liegen, folgt (vergl. § 9, Schluss), dass 
die von den drei Linien g, Ci«i, C2S2 gebildeten Strahlenbüschel in einzel- 
kemig-trilinearer Beziehung, und zwar in der Poncelet-Beziehung^ stehen. 
Nun ist aber das Strahlenbüschel c^ perspectivisch zum Strahlenbüschel a\ 
und das Büschel Cj perspectivisch zum Büschel a". Daher sind die drei 
Strahlenbüschel a, o', a" zu einander allgemein einzelkernig-trilinear. 

§ 13. . 

Fortsetzung. Besondere Fälle. 

Es bleiben noch die besonderen Fälle zu betrachten, wo die Centren 
der drei zugeordneten Strahlenbüschel in Kernpunkte fallen. Liegt ein 
Centrum in einem Kernpunkte, so muss stets auch noch ein zweites in 
einen Kernpunkt fallen, und zwar entweder in den correspondirenden oder 
in den gegnerischen. 

1) Nehmen wir zuerst den Fall, dass zwei Centren, z. B. a' und a" 
in die correspondirenden Kernpunkte p' und q" fallen (vergl. Fig. 16). 
Das dritte Centrum a kann dann jede beliebige Lage in der Ebene S 
haben. Um zu irgend zwei Strahlen j', i" der Büschel p^ q" den dritten 
zugeordneten des Büschels a zu finden, bestimmt mau zu irgend zwei zu- 
geordneten Punkten x', x" von j', j" den dritten zugeordneten x. Dann stellt 
die Linie ax den dritten zugeordneten Strahl j vor. Lässt man die Strahlen 
j' und i" variiren, so ändert sich auch der Punkt x und mit ihm der Strahl 
£, und man erkennt, dass die Strahlen ax, qx, px drei Strahlenbüschel a, 
q, p bilden, welche in specieller doppelkernig-trilinearer Beziehung (Ceva-- 
Beziehung^ vergl. § 6, Abs. 4) stehen. Da aber das Strahlenbüschel q per- 
spectivisch zum Strahlenbüschel p\ und das Büschel p perspectivisch zum 
Büschel q" ist, so sind die drei Strahlenbüschel a, p\ q" zu einander all- 
gemein doppelkernig-trilinear. Die Kernstrahlen sind ap und aq, p h' 
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(vergl. Fig. 16) und p'q\ q"p" und q"k". — Liegt a auf der Hauptaxe p^^ 
80 wird die triliueare Beziehung einzelkernig, die Eernstrahlen fallen in 
die Hauptaxen. 

Es mag hiezu noch folgendes bemerkt werden: Als Projeetionen 
betrachtet, stellen die Punkte p' und q" die Projeetionen des Punktes aus 
den Projeetionscentreu 0' und 0" vor, die Linien g' und g" bilden die Pro- 
jeetionen der durch gehenden Geraden Ox. Es kommt nun lediglich auf 
die Definition des Begriffes „Projection einer geraden Linie'* an, ob man 
als Projection der Geraden Ox aus dem Projectionscentrum eine beliebige 
durch X gehende Gerade ax — oder den alleinigen Punkt x anerkennen 
will. Der ersteren Auffassung würde die obige Darstellung entsprechen, 
derzufolge den Strahlen j' und j". der zwei Büschel p' und q" als zuge- 
ordneter Strahl im dritten Büschel a der Strahl ax entspricht. Bei der 
letzteren Auffassung dagegen würde den zwei Strahlenbüscheln p' und q*' 
der ebenen Systeme S' und S" im dritten System S nicht wieder ein Strahlen- 
büschel, sondern eine Punktgr^ippe zugeordnet sein. Indessen kann man 
auch diese Punktgrüppe zu den zwei Strahlenbüscheln in Beziehung setzen 
und diese Beziehung als trilinear bezeichnen, insofern die Punktgruppe, wie 
aus der obigen Betrachtung hervorgeht, aus jedem beliebigen Punkte a der 
Ebene durch ein Strahlenbüschel projicirt wird, das mit den Strahlen- 
büscheln p und q" trilinear ist*). 

2) Wir betrachten ferner den Fall, dass zwei Centren, z. B. a' und 
a\ in die zwei gegnerischen Kernpunkte q' und p" fallen. Das dritte 
Centrum a kann dann jede beliebige Lage auf der Hauptaxe pq haben. 
Man erkennt leicht, dass in diesem Falle einerseits irgend zweien Strahlen 
f und i" der Büschel q' und p" stets derselbe in die Hauptaxe pq fallende 
Strahl des Büschels a zugeordnet ist, während andererseits die Strahlen j' 
und i" (als entsprechende Strahlen in den zwei gegnerischen Kernstrahl en- 
bUscheln) projectivisch gepaart sind, und jedem Paar entsprechender Strahlen 
g' und i" jeder beliebige Strahl j von a zugeordnet ist. Die drei Strahlen- 
büschel a, q\ p" stehen demnach in der in § 11 erwähnten ausgearteten 
trilinearen Beziehung. 

3) Schliesslich wäre noch der Fall ins Auge zu fassen, dass alle 
drei Centren in Kernpunkte fallen. Dies ist nur so möglich, dass von 

*) Vergl. hierzu § 14. 



Hauch, irilineare Verwandtschaft ebener Systeme. IV, 49 

diesen drei Kernpunkten der eine der correspondirende, der zweite der 
gegnerische des dritten ist. Nehmen wir z. B. an, zwei Centren liegen, 
wie im vorigen Fall, in den zwei gegnerischen Kernpunkten q' und p", 
das Centrum a aber, welches vorhin beliebig auf der Hauptaxe pq lag, 
falle jetzt speciell in den mit p" correspondirenden Kernpunkt q. Die Zu- 
ordnungsverhältnisse der Strahlen der drei Büschel bleiben alsdann ganz 
dieselben wie im vorigen Fall, die ÖUschel stehen in ausgearteter tri- 
linearer Beziehung. 

§ 14. 

Zusatz. 

Hat man in drei projectiv-triliuearen ebenen Systemen drei zuge- 
ordnete Punktgruppen und verbindet in jeder Gruppe auf entsprechende 
Weise einen mit allen übrigen, so bilden die Verbindungslinien drei tri- 
lineare Strahlenbüschel. Dieselben werden von irgend drei geraden Linien 
nach drei trilinearen Punktreihen geschnitten. Hieraus folgt: 

Drei projecth-trilineare ebene Systeme tv erden aus irgend drei zuge- 
ordneten Punkten durch trilineare Strahlenbüschel projicirt und projidren sich 
auf drei beliebige in ihren Ebenen liegende Axen als trilineare Punktreihen ^ 
welche doppelkernig oder einzelkernig oder ausgeartet sindj wenn die drei 
Projectionscentren allgemein — , oder wenn sie auf den Hauptaxen —7, oder 
wenn zwei derselben in gegnerischen Kernpunkten liegen. 

(Fortsetzung folgt.) 
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Ueber eine lineare DiflPerentialgleichung «ter 
Ordnung mit einem endlichen singulären Punkte. 

(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 



Lhe Differentialgleichung nter Ordnung, welche den Gegenstand der 
nachfolgenden Untersuchung bildet, ist von Herrn Goursat in seiner Ab- 
handlung „Memoire sur les fonctions hyperg^ora^triques d'ordre sup^rieur" 
aufgestellt worden*). Die Gleichung kann als ein Grenzfall der allge- 
meineren hypergeometrischen Differentialgleichung (mit zwei endlichen sin- 
gulären Punkten) angesehen werden, und lässt sich, wie diese, durch be- 
stimmte Integrale lösen. Sie hat den eindeutigen Ausdruck 

(!•) j ^ g,g,...gn-l ^ . tti(«.+l)«,(ga + l)»« >gn-l(gn-l+l) ^2. j^f 

der flir beliebige endliche Werthe von x convergirt, zum particulären Inte- 
gral; ausserdem genügen derselben »— 1 Producte aus je einer Potenz von 
X und einer Reihe von der Form (1.). 

Wird die Reihe (1.) mit einem Producte aus gewissen Eulenehen 
Integralen multiplicirt, so geht sie in ein («— l)-faches bestimmtes Integral 
über. Für « = 3 besteht z. B., wie Herr Goursat angiebt, die Identität 

yV-^(l~t?)^-''-'i/tj/''e"^'«i«-Xl-«')'"""'rf« = 



(2.) 







1 Ei., ,-a)Eiß, o-ß) |l+^.+ ,1'°^X('^0 -•+-i- 



welche man durch Entwickelung der Grösse e''" in die Potenzreihe be- 
weist; durch E(j>, q) wird hier das JSi/tersche Integral erster Art 

(3.) E{p, q) = y V-^ (1- uy-' du 

bezeichnet. 



*) Annales de TEcole Normale, Serie II, tome XII, 1883, p. 285. 



Pochhammer, über eine lineare Differentialgleichung nler Ordnung* 51 

In den nachstellenden Rechnangen wird anf die Lösung jener Diffe- 
rentialgleichung itter Ordnung durch bestimmte Integrale näher eingegangen. 
Man findet, dass die Reihe (1.) nach Multiplication mit passenden Con- 
stanten sich auf mehrere verschiedene Arten als ein (it— l)-fache8 be- 
stimmtes Integral schreiben lässt. Diese Mannigfaltigkeit der Darstellung 
der bezüglichen Functionen gestattet es, die Differentialgleichung nter Ord- 
nung durch (ii-~l)-fache bestimmte Integrale zu lösen, bei denen nur die 
Grenzen wechselnde Werthe haben, während die zu integrirende Function 
in allen Integralen eine und dieselbe ist. Die Integration der Gleichung 
geschieht nach dem nämlichen Verfahren, welches der Verfasser in der 
Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeo- 
metrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten *)^^ angewendet 
hat. Zwischen den hier abgeleiteten Resultaten und denen der letzteren 
Abhandlung besteht jedoch in so fern ein wesentlicher Unterschied, als 
man im Folgenden, um das vollständige System der Hauptintegrale der 
betrachteten Gleichung zu erhalten, auch gewisse geschlossene Integrations- 
wege fUr die bestimmten Integrale benutzen muss. Dies bewirkt, dass bei 
dem Uebergang zu den zugehörigen Potenzreihen die den Gammafunctionen 
analogen Integrale (mit geschlossenem Integrationsweg), welche H. Hankel 
zuerst behandelt hat**), als Multiplicatoren der Reihen auftreten. 

Die Gültigkeit der Lösung einer Differentialgleichung dureh be- 
stimmte Integrale ist selbstverständlich an die Bedingung, dass diese Inte- 
grale convergiren, geknüpft. Es ist nun zu bemerken, dass bei der hier 
behandelten Differentialgleichung sich stets convergente bestimmte Integrale 
angeben lassen, die ihr genügen. Denn wenn die bestimmten Integrale mit 
einfacherem Integrationsweg, welche man zunächst findet, divergent werden, 
kann man an ihrer Stelle Integrale mit Doppelumlauf anwenden, in der 
Art, wie der Verfasser dies flir die Differentialgleichung der Gati^^schen 
hypergeometrischen Reihe***) und für die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten f), — auf welche die im Fol- 



*) Dieses Journal, Bd. 102, S. 76. 

**) „Die £w/erschen Integrale bei unbeschränkter Variabilität des Arguments", 
Schlömilchs Zeitschrift für Math. u. Physik, Jahrg. 9, 1864. 

***) „Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf", § 3, Math. Ann., Bd. 35, S. 470 
und „Zur Theorie der jEw/crschen Integrale", § 4, Math. Ann., Bd. 35, S. 495. 

t) Math. Annalen Bd. 36, S. 84. 
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genden betrachtete Differentialgleichung sich im Fall « = 2 reducirt — , 
näher ausgeführt hat. 

Die in der Reihe (1.) vorkommenden Constanten bleiben im Uebrigen 
beliebig, nur soll keine der Grössen p^, P^— Pv ganzzahlig sein. Durch 
diese Einschränkung schliesst man diejenigen Fälle aus, in denen die Diffe- 
rentialgleichung logarithmische Integrale besitzt. 

Den auf die Differentialgleichung «ter Ordnung bezüglichen Rech- 
nungen ist in §§ 1 und 2 die Behandlung der betreffenden Gleichung dritter 
Ordnung vorausgeschickt worden. In § 2 werden die Integrale mit doppel- 
tem Umlauf, die für beliebige Werthe der Constanten convergent sind, ein- 
geführt. Der § 3 enthält die Rechnungen, durch welche man die Inte- 
gration der Differentialgleichung «ter Ordnung auf die Lösung einer analog 
gebildeten Differentialgleichung (»— l)ter Ordnung reducirt. In § 4 wird 
das System der («— l)-fachen bestimmten Integrale, die der Gleichung nter 
Ordnung genügen (und die als zu integrirende Function sämmtlich den in 
(78.) bezeichneten Ausdruck ^ enthalten), ermittelt, und der Zusammen- 
hang derselben mit den zugehörigen Potenzreihen festgestellt. 



§ 1. 
Wird die Function y durch die Differentialgleichung dritter Ordnung 



(4.) 



+ 



+ 






= 



bestimmt, woselbst ß eine Constante, fy{x) eine ganze Function vten oder 
niedrigeren Grades von Xy und fl{x)^ fy(j^) ßtc. die Ableitungen von fy{x) 
bedeuten, so ist der Ausdruck 

(5.) y = f\f>-xy^^dv 



9i 



tlir passende Werthe der Grenzen gr^, ki ein particuläres Integral von (4.), 
falls die von t? allein abhängige Function 95 der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 



(6.) 
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genügt*). Von den Grössen ^2, A2 ist ^2 constant, A2 entweder constant 
oder gleich x; dieselben müssen die Gleichung 

(7.) [Jf,U-[ifJ,=^ = 

befriedigen, in welcher Äfj die Summe 

(8.) M, = -(/9+l)(t,_a.)-^-Y3(t.)S8+(r-xr-' [A(f)«- ^^^^] 

bezeichnet. Führt man an Stelle von SB eine andere Grösse V mittelst der 
Gleichung 

(9.) » = v^^'V 

ein, wodurch die Function (5.) die Gestalt 

(10.) y = f\v-xy^f>^''Vdv 

annimmt, so gilt für V die DiflFerentialgleichung 

(11.) ^>^.M!0 _ iC^OOO +,.-^^(,)K = 0. 

Die Functionen /i, ^2, ^ lassen sich derartig bestimmen, dass aus 
(11.) eine Differentialgleichung von der Form 

(12.) . ,^-(e_p')4^-«T=0, 

WO a\ Q constant sind, erhalten wird. Man multiplicire die letztere Glei- 

d^V dV 

chung durch f?^"*'^* und setze hierauf die Cöefficienten von -rr-, -j— und 

^ dv^ ' df) 

V den entsprechenden Cöefficienten in (11.) gleich. Dann findet man 

t?^-73(r) = v^-'^\ 
2d(t>ß'<^U(t)) 



d\tfi-%(v)) d(tß-of^(v)) 



dv 



dv dv 



woraus 






f.(f>)='v\ /,(«) = t,^+(2/3-()'-2(T+4)t., 



folgt Mau nenne a und q zwei Constante, welche mit den Constanten 



*) Cfr. § 2 der oben erwähnten Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der 
allgemeineren hypergeometrischen Reihe etc.", S. 84 des 102. Bandes dieses Journals. 
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^y 9\ ^ durch die Gleichungen 

(14.) a' = a— cT+1, ()' = (>— a+1 

verbunden sind; dann nehmen die Gleichungen (13.), in denen statt « das 
Argument x angewendet werden möge, die Gestalt 

U{x)=^x\ /•,(x) = a:H(2/?-(>-(T+3)a5, 

(,{x) = (/3-a+l)a:+(/?-(>+l)(/?-^+l) 

an. Durch Substitution dieser Werthe ergiebt sich aus (4.) die Differential- 
gleichung 

(15.) 0^-^ = [a:'-((,+o+l)a.]-g-+[(«+/?+l)a:-H^ + «/?»- 

Da nun die Gleichung (12.) durch einfache bestimmte Integrale lösbar ist, 
so fuhrt die obige Rechnung zu particulären Lösungen der Differential- 
gleichung (15.) in Gestalt bestimmter Doppelintegrale. 

Integrirt man die Gleichung (15.) durch Reihen, die nach Potenzen 
von X aufsteigen, so findet man bei Benutzung der abgekürzten Bezeichnung 

(16.) n«,/»,. ,,.,. X) = i+.f^.+.j5^(^^+...tof. 

die Ausdrücke 

(17.) yi = /^(«,/?,- QyO; x), 

(18.) y2 = x'-^F(a^Q+l,ß^Q+V, a^(f^l,2^Q; x\ 

(19.) ^3 == a:'-*'F(a-(T+l,/3~a+l; p-a+l, 2-a,- x) 

als particuläre Lösungen von (15.). Diese Reihen lassen sich, nach Hin- 
zufügung gewisser constanter Factoren, als Doppelintegrale schreiben, die 
in Bezug auf die zu integrirende Function übereinstimmen, und die sich 
aus dem Ausdruck (10.) ergeben. 

Für die Grösse V werden in (10.) nach einander zwei verschiedene 
particuläre Integrale der Gleichung (12.) substituirt. Bekanntlich lauten 
die Hauptlösungen der Differentialgleichung (12.) in Reihenform 

(20.) l, = F{a'; q'; v) = F(a-a+l; (f-a+V, r), 

(21.) ^, = t,W'F(a'-(i'+l; 2-(>V r) = r^-^F(«-p+l; a-p+l; e), 

wo F(a; q; v) den Ausdruck 

(22.) F(«,- ,; r) = l+^-.+ ^|g±^.H-mf. 

bedeutet. Die Reihen (20.) und (21.) sind, abgesehen von constanten Fac- 
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toren, mit einfachen bestimmten Integralen identisch. Wird durch E(p^q) 
das Euler^che Integral erster Art 

Ü 

bezeichnet, so hat man ftlr ^2 die Gleichung 

(23.) f"^(u-vy^^''u^'^du = (-l/-"-'S2ß(a-(>+l,cT-a). 



(I 



Auch die Reihe ti l^st sich, nach Multiplication mit einer Constante, als 
ein Integral der Function 

(24.) e"(ii~«)*'-^-'f#''-^ 

darstellen; man wendet dann für die Variable u einen geschlossenen Inte- 
grationsweg an, der bei — oo beginnt und endigt, und der die Punkte v 
und umschliesst. Zwischen dem so gebildeten Integral und der Reihe 
^1 besteht die Gleichung*) 



(25.) f e^n-'oy-^-'n^-^du = i;,r{a^Q), 



— OD 



woselbst unter r(jq) das Integral 

(26.) /"'(?) =y'%«tt»-*rf« 



— OD 



(das nur in formaler Beziehung von dem HanhehaliQn Integrale abweicht) 
verstanden wird**). Setzt man an Stelle von V die in (23.) und (25.) an- 
gegebenen bestimmten Integrale ein und nennt zur Abkürzung ^(u^v^x) 
die Function 

(27.) *(w,f?,a?) = (f?-aj)-^f?^-^eXw -<?)*'"""'«''"% 

so entsteht aus (10.) die Gleichung 

beziehungsweise 

y =' f df) I ' ^(f#, f?, x)du. 



93 -oo 



*) Cfr. den Aufsatz des Verfassers „Ueber die lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit linearen Coefficienten", Math. Annalen Bd. 36 (§ 3, Gleichung (25.)). 

**) Wegen der abgekürzten Bezeichnung der Integrale mit geschlossenem Integrations- 
wege vergleiche man § 3 der Abhandlung „Ueber ein vielfaches, auf Eulersche Integrale 
rcducirbares Integral*', Bd. 107 dieses Journals, S. 250, resp. die Abh. „Ueber ein Inte- 
gral mit doppeltem Umlauf", Math. Annalen, Bd. 35, S. 472. 
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Die in (8.) definirte Grösse M2 verschwindet für v^x, falls der 
reelle Theil von ß+2 negativ ist. Wird M2 nach steigenden Potenzen von 
V entwickelt, so ist der Exponent der niedrigsten Potenz gleich /9--a+l, falls 
für V die Reihe Cu und gleich /9— p+l, falls für V die Reihe ^2 gewählt 
wird. Man nehme an, dass die reellen Bestandtheile von ß—Q+1 und /3— a+1 
positiv seien, und der von ß+2 negativ. Dann wird der Bedingung (7.) 
durch die Werthe 

^2 = 0, A2 = a?5 

genügt Man gelangt somit zu dem Resultat, dass die Doppelintegrale 
(28.) f'df>J'^{u, r>, x)du, 



(29.) f'^''/ *(^^ ^^ ^^^''^ 



— » 



in denen ^{u, t?, x) die Function (27.) bedeutet, particuläre Lösungen der 
Differentialgleichung (15.) sind. 

Um das Integral (28.) nach steigenden Potenzen von x zu entwickeln, 
führt man an Stelle von u, v neue Variable u, mittelst der Gleichungen 

fi = Uf? = MXj f> = t>x 
ein, wodurch der Ausdruck 

(^iy---^-'x''^f\^-^(l^\))-^d\)f'e''''u''-^(l-n^ 



aus (28.) erhalten wird, und substituirt für e""' die Reihe 1+-^ — !-•••• 
Dann ergiebt sich (nach Berttcksichtignng von (3.)) die Reihe 

E(a-p+l, a-a)E(ß-Q+l, l-(f) 



_^y_a-y9-l l-pl 



(-ly-'-fi-'x 



+ ^ £(«-(.+2, a-a)£(/9-p+2, 1-/3) 



+-/-2-ß(«-C+3, a-a)E(ß-Q-\-S, 1-/3)+- 



die nach Anwendung der Formel 

(30.) E(,+n., ,) = (^^,ff ;;|-,,^;-»„_„ eq.. ,-> 

in das Product aus der Constante 

(_iy-a-ß-^E(a-Q+\, a-a)E(ß-Q+l, 1-/3) 
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und der Function 

übergeht. Der Vergleich mit (18.) zeigt, dass 



(31.) 



I dv I ^(fi, «?, a:)rfi^ 



I) (I 



= (-.1)— A^i£;(«-p + l, a-a)£(/?-p + l, l-/?)y, 
ist. 

Für das Doppelintegral (29.) werde festgesetzt, dass der Integrations- 
weg der Variable u sich einerseits aus einem Kreise um « = 0, welcher 
den Integrationsweg der Variable t? völlig umschliesst, andererseits aus dem 
(doppelt durchlaufenen) ausserhalb des Kreises liegenden Abschnitte der 
negativen reellen Axe zusammensetzen soll. Dann kann die Potenz 
(fi— f?)"""-^ in (29.) nach dem binomischen Satze in die Reihe 

^ u^ \ 1 u 1.2 II 

entwickelt werden. Diese Reihe convergirt, da nach der Voraussetzung 
mod. u stets grösser als mod. e ist. Der Ausdruck, der hierdurch aus (29.) 
erhalten wird, lautet 

J~(a-p)y''(f?-a:)-V-^rff?~(a-a~l)ir(a~e--l)y^'(f?-a:)-^ 



U (I 



+(-l)*(<T-a-l)t /'(a-p - Ar) /''(«-x)-^e''-''+*rf«+"., 







wo (a— «— l)i den Binomialcoef&cienten 

r,r /» n - (g-<»-l)( ff-a-2)...( g-a-A) 

_ C-l V (« -g+l)(«-ff+ 2 )...(a-g+A) 
-^ ^^ ' 1.2...* ' 

und /'(9) das Integral (26.) bedeutet. Für das letztere gilt aber, wenn Ar 
eine positive ganze Zahl ist, die Formel*) 

(32.) r(,_*) = (_i).^_j^^ 



*) Man vergleiche die Abhandlung des Verfassers ^Zur Theorie der Ew/erschen Inte- 
grale" im 35. Bande der Math. Annalen, § 3, Gleichung (38.). 
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SO dass 



(o-e-l)(a-Q-2)...Co-Q-k) (e-a+lXQ-a+2)...(Q-a+k) 
ist. Da ferner das Integral 

sich durch die Substitution t> = \)x in das Product 

(^iyx'''''E(ß-a+k+l, 1-/3) 

verwandelt, so nimmt der allgemeine Term der obigen Reihe die Form 

^ ^ ^ ^^ ^' ' ^ ä!(o— (74-1). ..((>— a+Ä)(2—a)...(/c4-l—a) 

an. Folglich ist das Integral (29.) mit der Reihe (19.) durch die Gleichung 

(33.) f'df>f'''\^(u,f>,x)dH = {^\yi\o^Q)EQ3^o+l,l-ß)y^ 

verbunden. 

Um endlich ein Doppelintegral der B^unction ^(ii, r, x) zu erhalten, 
welches, abgesehen von einem coustanten Factor, mit der Reihe (17.) iden- 
tisch ist, wählt man für die Variable t? einen geschlossenen Integrationsweg, 
ähnlich dem, der in (29.) fUr u angewendet wurde. Man legt um den Null- 
punkt einen Kreis, der den Punkt x umschliesst ; der Schnittpunkt des Krei- 
ses mit der negativen reellen Axe heisse S. Dann soll die Variable « 
zunächst die negativen reellen Werthe von — 3o bis S annehmen, hierauf 
den genannten Kreis (in positiver Drehungsrichtung) durchlaufen und von 
S längs der negativen reellen Axe zu — oc zurückkehren. Die Grenzen 
für die Integration nach u seien und t?. In dem so definirten Doppelinte- 
gral, für welches man die abgekürzte Bezeichnung 

(34.) p'^^dvß^iu, f?, x)du 



— X 



hat, werde der Factor («?— o?)"^ der Function ^(u^t^x) in die Reihe 

entwickelt; dieselbe ist convergent, da mod.o für alle Pankte des Integrations- 
weges grösser als mod. x ist. Das Integral (34.) geht hierdurch in den 
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Ausdruck 

über, in welchem Nj, die (von x unabhängige) Grösse 

«-"-*</»/ e"(«-«)''-<"-'«'"-*rf« 

—00 '() 

bezeichnet. Die Substitution u = f>t verwandelt Nj, in das Doppelintegral 



II 



aof das die Formel (21.) des Aufsatzes „Ueber ein vielfaches, auf Etder- 
sche Integrale reducirbares Integral"*) anwendbar ist (o = p+Ar, 6 = «— p, 
c = a—a), so dass die Gleichung 

A^» = {-\y-''-'r(\-Q-k)E{a-\-k,a-a) 
erhalten wird. Da ferner nach (32.) und (30.) 

T(\-o~k'\ - ^X i -e) 

E(«+M-«) = ^^^g||E^f^(«,o-«) 

ist, so findet man für A^ den Werth 

* ^ "^ V ii'y V ^ y ß(ß4.1)...(^4.A_l)e;((j+l)...((j-t-/t-l) 

Folglich gilt für das Integral (34) die Gleichung 



(35.) 



J dvf'^iu,f),x)du = {-!)'-''-' r(\-Q)E(a,a-a)yf, 



^n \) 



^ («l)a-«-i/>(i^p)£;(«^a>-«)F(«,/?; Q,a; x). 



Hiermit sind in der That säramtliche Hauptintegrale der Differentialgleichung 
(15.) als bestimmte Doppelintegrale, in denen die zu integrirende Function 
gleich ^{Uy^yx) ist, dargestellt worden. 

Es ist zu bemerken, dass das Integral 



(36.) / \o - xy^f>^'' Vdv, 



*) Dieses Journal, Bd. 107, S. 252. 

8^ 
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in welchem t? den oben erwähnten Integrationsweg durchläuft, sich vob der 
Reihe F(a, ß; q, a; x) stets nur durch einen constanten Factor unterscheidet, 
sobald unter V eine particuläre Lösung der Differentialgleichung (12.) ver- 
standen wird. Das Integral (36.) geht in das soeben behandelte Integral 
(34.) über, wenn man für V das particuläre Integral 



f'e"{u-f>y-"'-'u''-^du 







wählt, das .nach (23.) gleich dem Product aus der Reihe ^^ und einer Con- 
stanten ist. Es soll nunmehr auch das eindeutige Hauptintegral der Glei- 
chung (12.), welches in Reihenform durch ^i angegeben wird, in (36.) für 
V substituirt werden. Man drückt V wiederum durch ein bestimmtes 
Integral aus, benutzt aber hierfür nicht das in (25.) bezeichnete, sondern 
ein anderes bestimmtes Integral, das durch eine einfache Umformung er- 
halten wird. 

In (12.) werde an Stelle von V eine neue Variable r] mittelst der 
Gleichung 

eingeführt. Dann ergiebt sich für tj die Differentialgleichung 
(37.) „-g-_(«4-p'_2)A-(a'-p'+l).; = 0, 

welche dieselbe Gestalt wie die Gleichung (12.) hat. Wird nach (14.) 

a! = a — (T + 1, Q = p~a+l 
gesetzt, so lautet die Gleichung (12.) 

und die Gleichung (37.) 

Die Coefficienten der zwei Gleichungen gehen in einander über, wenn 
man die Constanten q und a mit einander vertauscht. Das mehrdeutige 
Hauptintegral der Gleichung (37.) wird also nach (23.) und (21.) — wo- 
selbst p und a zu vertauschen sind — durch die Ausdrücke 







= (-l)e-«-'£(a-a+l, p-ß)e«'-''F(a-a+l; p-a+l; v) 
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dargestellt. Der zugehörige Werth von V, der hieraus durch Multiplication 
mit v""^ entsteht, hat, wie der Vergleich mit (20.) zeigt, die Form Const. ti. 
Also kann man das eindeutige Hauptintegral der Gleichung (12.), das in 
(36.) flir V eingesetzt werden soll, als das Product 



c^-^y V (u - c)?-«-^ fi«-^ du 







schreiben. Der Ausdruck (36.) wird dann gleich dem Doppelintegral 

(38.) f^''"\f>-xy^v^-^df>f\\u-f>y-''-'u^-Uu, 

welches sich — cfr. (27.) — von dem Doppelintegral (34.) nur dadurch 
unterscheidet, dass die Constanteu q und o mit einander vertauscht sind. 
Da nun die Function F(a, ß; (f, a; x) in Bezug auf p und a symmetrisch 
ist, so folgt aus der Formel (35.), dass das Integral (38.) sich in die Reihe 

(^l)e— ir(l^a)£(«,(>-«)F(a,/?,. q,ö; x) 

entwickeln lässt. Auf diese Weise haben sich in den zwei Fällen, wo V 
gleich dem mehrdeutigen oder gleich dem eindeutigen Hauptintegral von 
(12.) gewählt wurde, Werthe von der Form 

Const. F(a, /:^,- p, a; x) 

flir das Integral (36.) ergeben; und da jede particuläre Lösung der Diffe- 
rentialgleichung (12.) eine lineare Function der zwei Hauptlösungen ist, so 
hat man die angeführte Eigenschaft des Integrals (36.) hiermit allgemein 
bewiesen. 



§ 2. 

Die Constanten «, ß, p, a müssen, damit die vorstehenden Rechnun- 
gen in Kraft bleiben, gewissen Ungleichheiten genügen. Die Doppelinte- 
grale (28.), (29.), (34.), welche als particuläre Lösungen der Differential- 
gleichung (15.) ermittelt wurden, sind, wie aus bekannten Sätzen folgt, nur 
für bestimmte Werthgebiete der obigen Constanten convergent. Die in § 1 
abgeleiteten Resultate lassen sich jedoch in der Art verallgemeinem, dass 
auch flir beliebige Werthe von a, ß, p, a eine vollständige Lösung der 
Gleichung (15.) in Form bestimmter Doppelintegrale erhalten wird. Die 
einzige Einschränkung, der die Constanten unterliegen, ist die in der Ein- 
leitung erwähnte, dass p^ o^ g—a nicht ganzzahlig sein sollen. 
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Die in (8.) definirte Summe M2 hat, als Function von v, keine anderen 
(endlichen) Verzweigungspunkte als die Punkte r = und v = x. Denn 
/^(f?), /aCc) sind ganze Functionen von «, und die Grösse 58 verzweigt sich 
— nach (9.) und (12.) — nur im Punkte r = 0. Wird für V zunächst die 
particuläre Lösung ^, der Gleichung (12.) gesetzt, so geht M2 in den 
Ausdruck 

über, welcher in der Umgebung des Punktes « = gleich dem Product 
aus der Potenz f?'^"''^^ und einer daselbst eindeutigen stetigen Function von 
i) ist. Man nehme nun einen beliebigen Punkt c als Ausgangspunkt und 
Endpunkt der «?-Curve an und lasse die Variable v zuerst einen positiven 
Umlauf um den Punkt x^ dann einen positiven Umlauf um den Punkt 0, 
hierauf einen negativen Umlauf um den Punkt x und endlich einen nega- 
tiven Umlauf um den Punkt ausführen. Es ist ersichtlich, dass die 
Grösse M2 im Endpunkte des ganzen Weges ihren anfänglichen Werth 
wiedererlangt; denn bei den genannten Umläufen nimmt sie nach einander 
die Factoren 

auf, die sich gegenseitig fortheben. Der Bedingung (7.) 

wird also im gedachten Falle durch die Werthe 

^2 = A2 = c 
Gentige geleistet. Hieraus folgt, dass das bestimmte Integral 

f(v-xy^v^^'i:,dv, 

c 

in welchem t? den soeben angegebenen Weg durchläuft, eine particuläre 
Lösung der Differentialgleichung (15.) ist. Man wendet für das letztere 
Integral die abgekürzte Bezeichnung*) 

(39.) / («-aj)-"»^-"^,«/» 

c 

an, indem man an derjenigen Stelle, die sonst von der oberen Integral- 



*) Cfr. die Abb. „üeber ein Integral mit doppeltem ümlauP, Matb. Ann., Bd. 35, 
S. 472. 
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grenze eingenommen wird, die von v umkreisten singnlären Pankte nach 
einander (in Klammern eingeschlossen and unter Andeutung der Drehungs- 
richtung) namhaft macht. 

Wird ferner in M2 und in (10.) für V der Ausdruck ^2 substituirt, 
so ist M2 in der Umgebung des Punktes t = gleich dem Producte aus 
uA-?+» uii£| einer eindeutigen stetigen Function von «. Man setze fest, dass ' 
V auch in diesem Falle die obige geschlossene Curve durchlaufen soll, die 
aus zwei Umläufen um den Punkt x und zwei Umläufen um den Punkt 
besteht. Dann gelten die früheren Schlüsse, und es ergiebt sich, dass das 
Integral 

(40.) f^''''''"%^xr^t>^-'^^,dv 

c 

ebenfalls die Differentialgleichung (15.) befriedigt. 

In (39.) kann man an Stelle von ti das Integral 

~(r,0) 



/"'' e\u'-t)y'''^^u''-'^du 



— 3D 



einfuhren. Dasselbe wird niemals illusorisch und stimmt (s. (25.)) mit ^, 
bis auf einen constanten Factor überein. Auf diese Weise findet man das 
Doppelintegral 



(41.) / dvj 9(u,v,x)du, 



— « 



welches für beliebige Werthe der Constanten a, ß, p, a convergirt, als 
eine particuläre Lösung der Gleichung (15.). Durch ^(u, v, x) wird wiederum 
die Function (27.) bezeichnet. 
Das Integral 

/V(fi-f?)*'-«"'ii«-^rfii, 







das (nach (23.)) gleich dem Product aus ^2 und einer Constanten ist, hört 
auf, einen bestimmten Sinn zu haben, sobald eine der Zahlen a—ay a— p+1 im 
reellen Theil negativ wird; dasselbe ist also hier, wo allgemeingültige Inte- 
gralausdrücke aufgesucht werden sollen, nicht anwendbar. Wählt man aber 
für u einen geschlossenen Integrationsweg, der von einem beliebigen Punkte 
Cj ausgeht und sich aus einem positiven Umlauf um v, einem positiven 
Umlauf um 0, einem negativen Umlauf um v und einem negativen Umlauf 
um (die Umläufe in dieser Reihenfolge genommen) zusammensetzt, so 



64 Pochhammer, über eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung. 

m 

convergirt das hierdurch definirte Integral 

(42.) / Vc«-»)"-"-'»«-?*/« 






für beliebige Werthe von a, p, o und unterscheidet sich von ^2 ebenfalls 
nur durch einen constanteu Factor*). Das Doppelintegral 

(43.) y dvj ^(u,v,x)du, 

c c 

welches aus (40.) entsteht, wenn ^2 durch das Integral (42.) ersetzt wird, 
ist demnach ein stets convergentes particuläres Integral der Differential- 
gleichung (15.). 

Lässt man ferner in (34.) die Variable u nicht den Weg von bis 
t>, sondern den obigen Doppelumlauf um die Punkte und t? ausführen, 
so ergiebt sich das Integral 

(44.) lim f 'dvf'^'^ ^(u,v,x)du, 

—p ^i 

das der Gleichung (15.) genügt und einen bestimmten Sinn behält, welche 
Werthe auch die Constanten a, ß^ p, o annehmen mögen. 

Die Entwickelung der Integrale (41.), (43.), (44.) nach steigenden 
Potenzen von x geschieht in derselben Weise und mit Hülfe derselben 
Substitutionen, wie bei den entsprechenden Integralen (29.), (28.), (34.), 
Die Reihen, die hierdurch erhalten werden, unterscheiden sich von den in 
(33.), (31.), (35.) angeführten Ausdrücken nur durch die Constanten, mit 
denen die F- Reihen multiplicirt sind. Statt der Ewferschen Integrale 
erster Art 

die auf den rechten Seiten von (31.), (33.), (35.) stehen, treten jetzt die 
correspondirenden Integrale 

e(a-p + l,a-a), (£(/?- p+1, 1-/3), ©(/3-a+l, 1-^), (£(«,(7-«) 

als constante Factoren auf. Unter ©(;?, q) wird das (stets convergente) 
Integral 



*) Cfr. Gleichung (30.) der erwähnten Abhandlung „Ueber die lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten", Math. Annal., Bd. 36. 
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verstanden*), dessen Integrationsweg einen Doppelumlauf um die Punkte 
und 1 darstellt, und das im Falle positiver p, q mit dem £fi/erschen 
Integral £(p, q) durch die Gleichung 

®(P> 9) = (e^"'-e-'''0(^""--^"'"0^(P» g) = -48in(7ip)sin(/igf)£(p, q) 

verbunden ist. 

Diesen auf die Gleichung (15.) bezüglichen Betrachtungen soll nur 
noch die Bemerkung hinzugefügt werden, dass man die Bedingung (7.) 

auch durch die Werthe g^^hi^ x oder gr^ = Aj == erfüllen kann, ersteres 
im Falle /^+2<0, letzteres im Falle /9— p+l>0, resp. /?— a+l>0. In 
Folge dessen sind, unter den angegebenen Voraussetzungen, auch einfache 
geschlossene Curven, welche von einem der beiden singulären Punkte Xy 
ausgehen und den anderen umschliessen, in (10.) als Integrationsweg für 
die Variable «? anwendbar. Es werden dann, als particuläre Lösungen der 
Differentialgleichung (15.), Doppelintegrale erhalten, in deren Entwickelung 
(nach steigenden Potenzen von x) constante Integrale von der Form**) 

•(1) 



E(p, q) = r \p-\fi-iy-'du 

%■' 







als Multiplicatoren der F-Reihen vorkommen. 

Im Vorhergehenden ist mit Hülfe der Substitution (10.) die Inte- 
gration der Differentialgleichung (15.) auf die Lösung der ähnlich gestalteten 
Differentialgleichung (12.), deren Ordnung um eine Einheit niedriger ist, zu- 
rückgeführt worden. Dieses Verfahren kann auf die entsprechenden Glei- 
chungen höherer Ordnung übertragen werden. Die Differentialgleichung 
vierter Ordnung, welche sich durch eine Substitution von der Form (10.) 
auf die Gleichung (15.) reduciren lässt, lautet 



x^[x-(fi,4-3)]-g- + x[(^,+3)x-(Ä,4-ß.+l)]^ 
(45.) ^^-^ = { 






*) Cfr. § 1 der Abh. „Zur Theorie der Ew/erschen Integrale" im 35. Bande der 
Math. Annalen, S. 495. 

**) Cfr. § 2 der erwähnten Abhandlung „Zur Theorie der Ew/erschen Integrale". 
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WO zur Abkürzung 

A, = ct + ß+y, A2 =-'ßr+ya + aß, A^ = aßy, 



I 



gesetzt ist. Der Gleichung (45.) genügen dreifache bestimmte Integrale 
von der Form 



idw idv /4>(it, V, IC, x)du. 



in denen die Integrationswege der Variablen u, «, lo ähnlich wie bei den 
Integralen (28.), (29.), (34.), resp. (41.), (43.), (44.) gebildet sind, während 
^(u, V, IT, x) die Function 

bedeutet. Auf die Gleichung (45.) kommt wiederum die Differentialgleichung 
fünfter Ordnung 



♦ rf'y _ 
'^ dx" ~ 



-\-x[(A,+SA,+l)x-(R,+R,+R,+l)]^ 



dx' 



+ [(A,+A, + A,+l)x-R,] ^ +A,y 



zurück, in der ^1, 72,, etc. die Constanten 

A, = «+/3+y+^, A2 = aß^\'ay + ad+ßy+ß(f+yd, 
A^ = aßy+aßd'\' ayd+ßyd, A^ = aßy^, 

bedeuten. Dieselbe wird, wenn man ^(«i, v, u>, /, x) die Function 
nennt, durch vierfache bestimmte Integrale 



/dt jdw Idv l^(u, <?, w, ty x)duy 



deren Integrationswege den oben genannten analog sind, befriedigt. 

In der Gleichung (45.) kommen als numerische Coefficienten (in den 
Factoren der einzelnen Differentialquotienten von y) nur die Zahlen 1 und 
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3 vor, in der obigen Differentialgleichung fünfter Ordnung die Ziahlen 1, 
3, 6, 7. Es zeigt sieb, dass bei den entsprechenden Differentialgleichungen 
höherer Ordnung die nämlichen ganzzahligen Constanten auftreten, die 
in der Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe 
(mit zwei endlichen singulären Punkten) enthalten sind. In der bereits 
genannten Abhandlung, deren Gegenstand die letztere Differentialgleichung 
ist (Bd. 102 dieses Journals, S. 76) hat der Verfasser jene ganzzahligen 
Coefficienten, die aus der Theorie der analytischen Facultäten stammen, 
durch di^^ bezeichnet und (1. c. § 8) die hauptsächlich in Betracht zu ziehen- 
den Eigenschaften derselben entwickelt. Die daselbst angewendete Be- 
zeichnung soll hier beibehalten werden. Indem mau festsetzt, dass [2]^ die 
ganze Function mten Grades von a 

(46.) W,, = ^(z-lX^^2)...(z-m+l) 

bedeuten soll, definirt man für m<p die Zahlen dlJ^^ durch die Identität 

(47.) z'^ = 4(p)+rfp)[;5-.l]^+4p)[;5-l],+ ...+rf(,p)[2-l^ 

Die Zahlen m und p werden als ganz und positiv (einschliesslich des 
Werthes 0) vorausgesetzt. Es ist dS'^ = d^/^ = 1. Für m = 1 entsteht aus 
dj;f> die Zahlenreihe 1, 3, 7, 15 etc., für m = 2 die Reihe 1, 6, 25, 90 etc. 
Sobald m>>f? ist, nimmt d^f^ den Werth Null an. 

Es wird femer, wie in der angeführten Arbeit, unter [*]+ der Ausdruck 

(48.) [z]t = <2+l)(« + 2)...(2+f»-l) 

verstanden, und [a]o = [2],f = 1 gesetzt. Die in der Einleitung angegebene 
Reihe (1.) kann dann kurz als die Summe 






geschrieben werden. 



§ 3. 
Es soll nunmehr die zu (12.), (15.), (45.) analoge Differentialglei- 
chung nter Ordnung behandelt werden, die durch die eindeutige Function 
(1.) befriedigt wird, und deren mehrdeutige Integrale sich nur im Punkte 
x = verzweigen. Die auf diese Gleichung bezüglichen Rechnungen sind 

9» 
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denen ähnlich, welche in der erwähnten Abhandlung des Verfassers „Ueber 
die Differentialgleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe mit 
zwei endlichen singulären Punkten" (dieses Journal, Bd. 102) enthalten sind. 
Es wird daher, um Wiederholungen zu vermeiden, vielfach auf diese 
Arbeit verwiesen werden; dieselbe wird im Folgenden kurz durch Abh. 
bezeichnet. 

Man geht (wie in § 9 der Abh.) von der Differentialgleichung 

+[(«+«-i)./:'(ar)-(«+«-2),/':_.(x)+/;_,(x)]-£ä-+... 

...+[(« + «-l),-./J"->(x)-(a+«-2) ,nr/-'\x)+- 



(49.) 



V 



+ 



+[(a + «-l)._,/lS'-»(x)-(« + «-2),_,/<»_-l^>(x)+- 

•••+(-ir'(«+i)./^(x)+(-i)"-Y.(x)]-^ 

+[(« + «-l),/:l")(x)-(a+«-2X_./<irXa:)+- 

- + (-irX«+l)./^'(^)+(-l)"-'(«),A'(ar)]y = 

aus, in welcher a als eine Constante, und /it(a:) für &= 1, 2, . . . fi als 
eine ganze Function von x des ftten oder eines niedrigeren Grades definirt 
wird. Für y werde das Integral 



(50.) 



y = J^\t-xy%dt 



substituirt, dessen untere Grenze g constant, und dessen obere Grenze Ä 
entweder constant oder gleich x ist. Es ergiebt sich, nach § 9 der Abh., 
dass das Integral (50.) der Differentialgleichung (49.) gentigt, wenn die 
von t allein abhängige Function % eine particuläre Lösung der Gleichung 
(«— l)ter Ordnung 

(51.) ^^a _ ^-ft-i')t) +...+(_i).-.iaÄ+(_i).-w)s=o 

ist, und wenn gleichzeitig die Grenzen g^ h der Bedingung 



(52.) 



[MU-[Ml^, = 



Pochhammer, über eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung. 



69 



unterworfen werden, in welcher M den Ansdmck 



(53.) 



M = ^(-ir^+'Cß+ll.t.Cf-aj)-'' 

*=2 



_a— Jfc+1 



nm 






+ i:(-l)-*+>[a+l],t3(/-a;) 






+ 



+ 7 (-i)-*^'[«+i]*^-,+.a-^)— *^-'^^^=^§^ 



-(<-x)- 



rfr» 



-2 



bedeutet. 

Man schreibe a„_i statt a uud wende, indem man durch p^_i eine 
weitere Constante bezeichnet, die Substitution 



(54.) 



2: = / 



<*n— l—^n— l 



an, wodurch aus (50.) die Gleichung 



(55.) 



y 



= y*(/-ar)~"-' <""-»"*-' Trf/ 



Sf 



erhalten wird. Die Differenz «^-i~p„-i nenne man kurz e. Dann folgt 
aus (51.) und (54.) für die Grösse T die Differentialgleichung 



(56.) 



'^ *(-l)""'"'-^^^^^%^^^+(-l)"~'^A(<)^ = 0. 



y=l 



d^ 



Es soll nun gezeigt werden, dass, wenn man die Functionen /i , . . . /, 
derartig wählt, dass die Gleichung (56.) in eine zu (15.) und (45.) analoge 
Differentialgleichung («— l)ter Ordnung übergeht, die Gleichung (49.) sich 
in die entsprechende Differentialgleichung nter Ordnung verwandelt. Mittelst 
luductionsschlusses gelangt man dann zu einer Lösung der letzteren Glei- 
chung durch (w— l)-fache bestimmte Integrale. 

Die betreffende Differentialgleichung wter Ordnung möge hier zu- 
nächst genannt werden. Man bezeichnet durch 

2«— 2 Constanten, welche mit 2«— 2 anderen Constanten 



«1, CC2, . . . CC„_i, pj, (I2: 



... 



»— 1 



durch die Gleichungen 
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(57.) 1 



Ai =«,+«.,4— •+o,_„ Ä, =Qi-\-(>i-\ l-p,_i, 



■ A„_i — «,a2,..a,_,, 



"ii— 1 — PiCi'-'Pu-l 



verbunden sind, so dass fUr ein beliebiges s die Identitäten 

(»+«i)(a+Ö2)... (« + «,_,) = *— +^,*'-M-^.,a-'+-+^._„ 
(«+(>.)(«+P2)...(a+P.-0 = a»-'4-ß,*"-'+ß2a"-'+-+/i._i 

bestehen. Es seien ferner ^,_,(a;), ^,-2(2'), • ■ • Qi(p^) die linearen Func- 
tionen von x: 



Qn-l{x) 






(?.(a:) - [^,_2+dS'M,_,+</<;^>A_,+...+d<r'M,+d<«-')]x-/i„_„ 

woselbst unter rf^f'^ die durch die Gleichung (47.) bestimmten ganzzahligen 
Coefficienten verstanden werden. Indem man der Symmetrie halber 



(58.) 



Ai) — /l() — 1, (/() — -^n-l 



setzt und die Gleichung d\,^'^ = 1 berücksichtigt, kann man, wenn v>\ ist, 
dem Ausdrucke QX^) die Gestalt 



(59.) ' 



t=n-l 



P.(«) ^ X2: di'iPA,_,_,-^di'i!m,_, 



l=V 



t — y 



geben. In Qi(x) hat der von x freie Term den Werth — /l„_i, der Coeffi- 
cient von x stimmt mit dem in (59.) angeführten (für y = 1) überein. Nach- 
dem die Functionen Qy(x) in dieser Weise definirt sind, bildet man die 
Differentialgleichung : 



(60.) -"- -2 = 



d"-'y 



n-3 



d'-'y 



x"-'Qn-^(x) -i__^ +x«-^. -2(x)^h^r + 



djf 



dx* 



+ xP3(x)g- + P.(.r)-^ + ^,.y. 



Für 11^4 wird dieselbe mit der Gleichung (45.), für » = 3 mit der Glei- 
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chnng (15.) identisch, und für n = 2 geht sie, nachdem x mit f> vertauscht 
ist, in die Differentialgleichung (12.) über. 

Die Abhängigkeit der Coefficienten der Functionen Qy(x) von den 
Constanten (57.) lässt sich noch in anderer Weise darstellen. Multiplicirt 
man die Gleichung (47.) mit & und ersetzt p durch /?— 1, so hat man die 
Formel 

Aus letzterer folgt unmittelbar 

p=l p=2 p^¥ 

p=»t-2 

Bestimmt man nun 2f)— 1 Constanten 

ö()7 üi, (I2, ... ci^— 1) ti, t27 ... r„_i 
durch die identischen Gleichungen 

= a^-iWn-i+a«-2Wn-24--+a2[Ä]2+ai[»]x+a<„ 

= M.-i+r«-iM»-2+-+r3W2+r2Wi+ri, 

80 ist für y = 1, 2, . . . «— 1, wie der Vergleich mit (59.) zeigt, 
(59^) Qy(x) = a^rr-r,. 

Denn durch a^ wird dieselbe Summe bezeichnet, welche in (59.) den Coef- 
ficienten von X bildet; und die Constante 

p=»'— i 
ist für J^>1, wenn p = i—\ gesetzt wird, gleichlautend mit dem in (59.) 
vorkommenden Ausdruck 

Die Gleichung (59**.) gilt auch ftiri' = 1, da ti den Werth Ä^.i hat Ausser- 
dem ist 0«, = A^^i = P,H 

Die Differentialgleichung (56.) lässt sich für passende Werthe der 
Functionen /i , /i , ... auf die Form der Gleichung (60.) bringen , wenn in 



(61.) 
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letzterer die Grössen n, x, y durch «—1, /, T ersetzt werden. Man nennt 



A' A' 



• • • 



-^n-2? '•n "2? 



• • • 



Rl. 



n-2 



and 



a 



1? 



c4, 



• • • 



a 



1.-21 



e'i, 



P2. 



• • • 



Qn^ 



zwei Gruppen von je 2«— 4 Constanten, zwischen welchen die zu (57.) 
analogen Beziehungen 



(62.) 






«l+«j4— - + «1-2, K 

«l«2 + «l«3+'-- + «..-3«n-2, R2 



= pI + (>2 + -- + Pn-2, 

= eI(>2+p;(>3H — hpL3eL2, 






»-2 = Ql92'"Qn-i 



bestehen. Ferner sei Ai = Ä,', = 1. Durch Pn-2(0^ ^»-sCO? • • • '^iCO sollen 
lineare Functionen von t 

(63.) P,(0 = lU-Tr 

bezeichnet werden, deren Coefläcienten /?i , y,, ... /?«_2, y„_2 man durch die 
für ein beliebiges z gültigen Gleichungen 

Ä"-^+Ä;a'*-' + ---+ß:_3«+ß:-2 - Wn-2 + n-2Wn-3 + --- + y3 

definirt. Nach der oben durchgeführten Rechnung (cfr. (59.), (61.), (59".)) 
ist für v= 1, 2, ... «-2 



(64.) 



i=n— 2 



t=n-l 



ß.= £ d^-PX-^-., rr= 2: d^-?R:-i-u 



1=V 



t=y 



mit der Ausnahme, dass ^i den Werth R'„_2 hat. Sodann sei P,, = /?o = -4^_2 ; 
endlich setzt man ^n-i = 1? welcher Werth aus (64.) für v = n—l erhalten 
wird. Man stellt nun für die Function T die Differentialgleichung 



(65.) t 



n 2 






fin-2 J^ fin-l T 



dl' ' ■ 'v-/ ai 

auf und giebt den in (62.) genannten Constanten «1, p,', ... «^..2, pl-j die 
Werthe 

«'l =«1— Pn-l + l, «2= «2-p»-I + l, ... «L2 = ««-2 — Pn-l + lj 

p1 = pi— e«-i+i. (4 = p2-e,-i+i. ••• (>»-2 = (*n-2— Cn-i+i. 



(66.) 
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Die Gleichung (65.) wird mit der Gleichung (56.) identificirt, wodurch die 
Functionen /,, ... f^ eindeutig bestimmt sind. Nach Substitution der be- 
treflfenden Ausdrücke geht, wie gezeigt werden soll, die Gleichung (49.) in 
die Gleichung (60.) über. 

Man multiplicire die Gleichung (65.), in welcher der links stehende 
Term auf die rechte Seite gebracht werden möge, mit f ^*, = ^si-i-e«-i+i^ 
und setze hiei^auf die Coefficienten der einzelnen Ableitungen von T und der 
Grösse T den entsprechenden Coefficienten in (56.) gleich. Dies führt, da 



dt' ■"" 






dt 



dv 



. .^N rf-^(/Y...»(Q) d^T d^jt^UO) T 



und {v\ = (y\_i ist, zu dem Gleichungssystem : 



dt* 



dt 



(«-!)*-. 



rf"-*0'A(0) 



-(«-2),_, 



d„_t-i(,Y,_,(0) 



etc. 



+ 



= Ä-iA^^*+n-i<^^*"S 



Die letzte Gleichung des Systems entsteht für & = 1 aus der erwähnten all- 
gemeinen Gleichung, wenn unter y^ der Werth verstanden wird. Durch 
Auflösung dieser Gleichungen ergiebt sich 



m = -/ 



n-1 



und für & = 1, 2, ... n—1 



f,(t) = B,l!^-C,e-\ 



wo durch Bj, und C^, wenn &>! ist, die Constanten 

Bk = T'(--ir''(*-l).-*[^ + 0.-*Ä-u C, = J\-l)-«(i-.l),_,[6+,--ll.,y,_,, 
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und durch ßj, Ci die Constaiiten 



i=n-l 



•=it 



ß,= .-2: (-ir-Tf+il-.Ä-,, c. = 2:(-i)-'[«+i-i],-,y,_, 



»=i 



1=2 



bezeichnet werden. Der Beweis dieser Gleichungen ist identisch mit dem 
der Formeln (95.) der Abh., wenn in letzteren /?«_, = 0, ;/„_i = 1 genommen 
wird. Indem man auch hier /9„_i als den Werth und, wie bereits er- 
wähnt, y«_i als den Werth 1 definirt, kann man in dem Ausdruck von Ä^ 
die obere Summengrenze i = n statt 1 = «— 1 benutzen, worauf für & = « 
die Werthe ß„ = 0, C^ = 1 erhalten werden; d. h. die obige Gleichung für 
A(0 gi^^^ wenn k — n gesetzt wird, den richtigen Werth der Function f^(f) 
an. Es ist also für & = 1, 2, ... w 



ACO = B,e--c,e-\ 



wo ßt, Ci die Constanten: 



'*5 



(67.) 



t=n 



B, = 2 (_i)''-.(,-_i)...,[«4-i],._j?,._„ 






c, = 2;(-i)"-(»-i).-t[*+.--il_*^-, 






für &>1, 



t—n 



l ß, = -s: (-i)"-[*+.-],_,Ä_n c, = 2; (-i)«-[e+i-i],_.y,_, 



1=1 



1=2 



(f = a„_i— p„_i) bedeuten. 

Um die weiteren Rechnungen zu vereinfachen, transformirt man zu- 
nächst die Coefficienten ß^^ y^. Es kommt hierbei die (in (65.) der Abh. 
erwähnte) Formel 



(68.) 



k=8 t=s l=s k=l 



Jk=r /=Jt l=r Jk=r 

zur Anwendung, in welcher (p(k, l) einen beliebigen, von den Summations- 
indices &, / abhängigen Ausdruck bezeichnet. Sind ferner /fi, ... K„, 
Li, ... L„, die Ausdrücke 



"m — ^1^2* "^m^ 



^m — ^1^2"«^?/i5 



und giebt man den Grössen ;?,, ;?2? ••• ^m diß Werthe 
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80 besteht (cfr. (79.) der Abb.) für v = 1, 2, ... m die Formel 

Man bestimmt imu 2«— 4 Constanten «J', . . . «^'_2, Pn . . . ffn-2 durch die 
Gleichungen 

ai = ai+l, «2 = «2+l, ... «„_2 = a„_2 + l, 

r 'f 1 i ' '' I 1 ' ^ff I 1 

ei = p, +1, e2 = P2+i, . . . (>„_2 = ()„_2+i, 

und nennt 

All = l, K "= 1, 

Jff ^ff I ^" I I ^ff Dff ^ff i .ff \ I ^ff 

Alt n fi , n II i I ff ff Dff '' " I ,ff^ff I I ^" ff 

A2 = «1 «2+«! «3 + --- + «n-3«n-2, «2 = Pl 92+^1 Ps H he«-3en-2, 

jff II II II wyii f\^ gx^ g\^ 

^n-l — ^1 ^2".*^ii-2? ^n— 2 — Pl P2...Pn-2. 

Dann folgen aus der Gleichung (69.), in der 1=1, m = «—2 gesetzt wird, 
die Gleichungen 

^u.-2 = ^:_.-2+(i+i),^:-.-3+(i+2)2^v-4+---+(«-3),.^^^^ 
äu^, = ÄV_^+(0l/^:^•-2+(i+l)2Ä:-.•.3+^ 

Durch Substitution der Werthe von 4l-,-2 und ÄLi_i in die Gleichungen 
(64.) und Benutzung der Formel (68.) gewinnt man für ß^ und y^ die 
. Ausdrücke 

Die auf y^ bezügliche Rechnung ist genau gleichlautend mit der in der 

Abh. enthaltenen (1. c. (96.)), und die obige Gleichung für ß^ ergiebt sich 

aus der dort durchgeführten Entwickelung, wenn n durch «—1 ersetzt wird. 

Die Grössen /?,„ yj, y^^i sind im Vorhergehenden als die Constanten 

definirt worden. Man erkennt leicht, dass diese drei Gleichungen in (70.) 
enthalten sind. Denn für /3o und ^i erhält man, da d^"^ = 1 ist, aus (70.) 
die Werthe 

/?„ = Äl^-i + yli'_3 H h -^0 , /i = f^l-1 + Äl-3 4 h ÄtV? 

10» 
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welche gleich Ä^^^^ Äl_2 sind, fllr y^_i den Werth d^X^2^R!^^ = 1. Die 
ConstHnten /:f,_i und /„ bedeuten, wie oben angegeben wurde, den Werth 0. 
Zwischen den Constanten «'/, pI', ... «iL2, Qn-2 nnd «i, pi, ... a,_2, 
Pi,«i bestehen in Folge der Gleichungen (66.) die Relationen 

i Pi = pr+p«-n Qi = pv+p— 1, . . . P.-2 = pi.-2+p«-i. 

BeEeichnet man also durch St„ Sli, ... 8(._2i Ä.? 9li, ••• 9l«-2 die Werthe 

Ä,. = 1 , 9lo = 1 • 

Ä, -«i+ff3+ •-rtt^.M 9li =pi + p2H f-p,.-2* 

% = ffiff:-rffi«j-r- --f ff,_5ff,_>, 9^2 = eiP-+eiP3H re.-3P.-21 

^ j = cf,rf,...ff,_j, 9i,_2 = piP2---P.-2i 

so tllhn die Formel (69.) zu den Gleichungen: 

• -^ >-3),..^.e;rr*Ä;'^Cit-2)_p-,Ä;'. 

Aus J^T-^ folgt sodann 



1 



-4. = »;-«.-.«.-..( ., 



Indem m^n tur ;!H^, ... 5i«..-: die soeben erwähnte Identitfit benutzt, erhält 
man die Gleichungen 

Jl/ I ~ »-F-^prii- wenn •>!, 

IVr Nachweis, cas^ durch die Subsdrarion der Wenhe 

'- = ^^ - • fi y. = ß* J"* — C, x'-\ 

wo B . r. tue Cvri>caj:cr. 67/ s:r.ä. die Gieichuni: 4;:*.' sich in die Glci- 
chci^: ^t^*/ verwüccl:, ^idmm: mh cem enispcechenden Beweise iur 
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genannte hypergeometrische Differentialgleichung nter Ordnung fast voll- 
ständig ttberein. Die Gleichung (49.) nimmt zunächst die Form 

an, wo \p^{x) ^v 1^ = 1, 2, ... «—1 die lineare Function 
bedeutet, deren Coefficienten gleich den Summen 

ß, = S"(-i)"-*(«-.+*-i)*-.[*-i]»-.c* 

sind, während unter V',, die Constante 

verstanden wird. Wie aus dem Vergleiche mit (60.) hervorgeht, hat man 
zu zeigen, dass für y = 1, 2, ... «—1 die Function %(x) mit der Function 
Qy(x)^ und die Constante v^„ mit P„ identisch ist. 

Unter den Coefficienten Ey erfordert der Werth E^ eine besondere 
Behandlung. Man findet durch genau dieselbe Rechnung wie im § 10 der 
Abh. (wo die Coefficienten der linearen Functionen ebenfalls Dy, E^ heissen) 
flir y>l 

Ey = !F4t2'>2V--i)^^,pnÄl-/^, 

und 

oder, wegen der Formeln (71.), 

Ey=Td';z?R,^ für i/>l, E,^K^,. 



i=y 



Die Umformung, der man die Coefficienten Dy unterzieht, ist in ihrem ersten 
Theil mit den entsprechenden Rechnungen der Abh. gleichlautend, wenn 
ö, durch a^_i, und /9„_i durch den Werth ersetzt wird. Man erhält auf 
diese Weise zunächst die Gleichung 

i=n — 1 1=«— 1 

D,= JS (i-l)i-,[Qn-l]i-yßi-l + On-l -2 (« - l)._„_i [p,-!" l]._^_i /?<_i • 
i=y i-=y-\-l 

Werden in die rechte Seite derselben die Werthe (70.) für die Constanten 



78 Pochhammer y über eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung. 

fti-x substituirt, so ergiebt sich fUr D^ ein Ausdruck, welcher dem in der 
Abh. vorkommenden analog ist, jedoch die Zahl n— 1, statt n^ als obere 
Summengrenze enthält Indem man die nämlichen Formeln wie bei jener 
Entwickelung benutzt, gelangt man zu der Gleichung 



• =!' • = V 



Hiermit ist (cfr. (59.)) die Uebereinstimmung der Functionen Q^{x) und \p^{x) 
bewiesen. 

In ähnlicher Weise findet man 

t=»— 1 



i=l 



oder, wenn für die Grössen /?,_, die Ausdrücke (70.) eingesetzt werden, 

(cfr. (47.)), woraus nach Berücksichtigung der oben erwähnten Formel für 
21^2 die Gleichung 

entsteht. 

Die Gleichung (49.) geht demnach für die genannten Werthe der 
Functionen /i, /a, ... f^, wenn gleichzeitig a = a^-i gesetzt wird, in die 
Gleichung (60.) über. Hieraus ergiebt sich die weitere Folgerung, dass 
das bestimmte Integral (55.), sobald für T eine Lösung der Differential- 
gleichung (65.) substituirt wird, und die Grenzen g^ h der Bedingung (52.) 
genügen, ein particuläres Integral der Differentialgleichung (60.) darstellt. 

§4. 
Wird die Gleichung (60.) durch eine Poteuzreihe von der Form 

integrirt, so nimmt bei Anwendung der Bezeichnung (46.) diejenige Glei- 
chung, welche den Anfangsexponenten k bestimmt, die Gestalt 

oder 

^i[^-l]»-i+r,_,[i-l],,,+.- + r,[A--l],_, + ... + r.,[A-l], + r,| = 

an. Aus (61.) folgt aber für ä = ä--1, wenn zugleich die Beziehungen 
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zwischen den Constanten Äi, ... /J^_i und (>,, ... p«.i beachtet werden, 
die Identität 

Also erhält man die Gleichung 

Ki-i+(>0(^-i+e2)...(i-i+(>.-0 = 0, 

welche für l die n Werthe 

liefert. Es besteht ferner zwischen je zwei auf einander folgenden Coef- 
ficienten c^ und c^^^ die Relation 

woraus man nach Berücksichtigung der Gleichungen (61.), in denen z = l+k 
genommen wird, für c^^., den Ausdruck 

ableitet. Hiemach ergeben sich, wenn durch F(ai,a2, ••• «m^ ^i? ^2? ... r„,,' «) 
die unendliche Reihe 

F(ai, 02, . . . a„,; ri, r2, ... r^; ä) 



(72.) 



_ 1^ . aja^,.,am > fli(Oi + l)ga(g2+l)-'gm(flm+l) 2 t 

l.r,r.^...r^ "*" 1.2.r^(r^ + l)rJ(r^+l).,,rm(rm + l) 



bezeichnet wird, und die Grösse X nach einander die oben genannten Werthe 
0, 1— pi, 1— P2, ••• 1— e«-i annimmt, die n Functionen 

F(cc,, «2, ... a„_i; pi, P2, .-. pn-i; ^), 
a:^-eiF(«j-pi+l, ... «,_j-p,+l; 

2-ei, e2-pi+i, pa-pi+i, ... pn-^i-pi+i; x), 

a?'-^F(a,-p2+l, ... «n-i-(>2+l; 

2-92, ei~e2+i, (>3~p2+i, ... pn-i-e2+i; a?), 



(73.) 



X 



^-Qn~l 



F(ai-p^_i+l, ... a^_i-p^„i+l; 



2-p^_i, Pi-Pn-i + l, ... p„-2~(>«-i+l; x) 

als particuläre Integrale der Differentialgleichung (60.). Die Reihen (73.) 
sind die Hauptlösungen dieser Gleichung, da sie durch Producte aus je 
einer eindeutigen Function und einer Potenz von x dargestellt werden. 



80 
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In der Gleichung (65.), welche von derselben Form wie die Glei- 
chung (60.) ißt, treten die Werthe «— 1, /, «J, pj, ... an die Stelle der in 
(60.) vorkommenden Werthe «, ^, «i? Pi, • • • . Man findet also die zu (73.) 
analogen Reihen 

r{Cti^ «2» ••• ^»-27 Plj P27 ••• Qn—7'1 0? 



(74.) 



2-(»n-2, (>l-eI.-2+l, ... PL3-PL2 + I; 

als »— 1 particaläre Lösungen der Dififerentialgleichaog (65.). Die diesen 
Werthen von T correspondirenden Ausdrücke von % sind nach (54.) und 
(66.), wenn die Function, die aus der ersten Reihe (74.) entsteht, zuletzt 
geschrieben wird, die folgenden: 

(>2-(>.+i, pj-ci+i, ... c-i— Ci+i; 0> 
Pi-pa+l, p3— C2+1, ... e,_i— (»2+1; 0» 



(75.) 



t 



*n— 1— Pn— 1 



F(«i-p„.i+l, ... «„-2~p«-i+l; 



A^n-V^v 



i— e«-i+i, e2-p„-i+i, ... pn-2— e«-i+i; 0- 

Man substituire in die Gleichung (53.), in der « = a,_i zu nehmen 
ist, fUr % nach (75.) den Werth 

F(ai-(>y+i, ... of^_2-e,.+i; 

Pi~Pk+i, •.. Pk-i-Pk+i, pK+i-p.'+i» ... p»-i-Pk+1; 

und entwickele auch die übrigen in (53.) vorkommenden Functionen von 
/ nach steigenden Potenzen dieser Variable. Hierdurch ergiebt sich für M 
eine Reihe, in welcher der Exponent der Anfangspotenz gleich «„-i — p^+l 
ist. Es soll nun vorausgesetzt werden, dass die Constanten a„_i, pi, ... p„_i, 
falls sie reell sind, den n Ungleichheiten 

(76.) «,^i+w-l<0, «„_,-(>i+l>0, «„_i~P2+l>0, ... «„-i-p,_i+l>0 

genügen, und dass, falls sie complex sind, die entsprechenden Ungleichheiten 
ftlr ihre reellen Bestandtheile gelten. Dann verschwindet M für < = 0, 
welche der Functionen (75.) auch für % gesetzt werden möge. Ferner ist 
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M=0 für t = x, da nach (76.) die Zahl — a,..i— n+l? welche den Ex- 
ponenten der niedrigsten in (53.) vorkommenden Potenz von t—x angiebt, im 
reellen Theil positiv ist Die Gleichung (52.) wird also befriedigt, wenn 
man für g und h die Werthe und x wählt Hieraus folgt (nach § 3), 
dass das bestimmte Intesrral 



(77.) y'(/-a?)""-^r"-^"^-^Trf/ 







eine particuläre Lösung der Gleichung (60,) ist, sobald die Function T der 
Differentialgleichung (65.) genügt 

Man definirt *(<?i,f?2, ••• «'n-na?) als die Function 

.(fJ,>3-fJ.>2)'"-'"'--'"'f^.V"'""'...(<?2-t?s)^-''-'f^?^^ 

oder in kürzerer Schreibweise 

(78.) *(f,„ f>,,... r.«„ x) = (v^^r-xy^^-V^l-^'-'^-^e^^^^^ 

Dann erhält man als particuläre Lösung der Differentialgleichung (60.) zu- 
nächst das (n — l)-fache bestimmte Integral 

in welchem die Integration nach i?i zuerst, die nach t>„_i zuletzt auszuführen 
ist Für w = 2 und für « = 3 ist die Eigenschaft dieses Integrals, der Glei- 
chung (60.) zu genügen, direct abgeleitet worden (cfr. (23.) und (28.)). 
Um den Beweis im allgemeinen Fall zu geben, wendet man einen Induc- 
tionsschluss an. Es werde vorausgesetzt, dass das dem Ausdruck (79.) 
entsprechende («— 2)-fache Integral 

/ A^n-^J ^«-^y rf«?— 4-««/ H>\P\^ ^2^ •.. ^n-2^ O^^'l? 



U U 



in welchem y(<?i,f?27 ••• «>«-2, die Function 

bedeutet, die Differentialgleichung (65.) befriedige. Dann darf dieses Inte- 
gral an Stelle von T in (77.) eingeführt werden, so dass das («— l)-fache 
Integral 



eme Lösung von (60.) darstellt Nach (66.) ist aber 
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— «1.2 = pn-i — ««-2— 1, «I— ei = «*— Pt, ein~«i— 1 = Pibfi — «ik — 1? 

woraus, wenn f?„_i statt / gesetzt wird, die Identität 

folgt. Die Function (77.) geht also, wenn man fUr T das genannte («— 2)- 
fache Integral substituirt, in das Integral (79.) über. Demnach ist letzteres 
eine particuläre Lösung der Gleichung (60.). 

Verbindet man die Variablen v^ ©2, ... <?n-i nait neuen Variablen 
/i, /2? ... tn-i durch die Gleichungen 

aus denen sich die Werthe 

ergeben, so transformirt sich das Integral (79.) in den Ausdruck 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. Die Exponentialgrösse wird in die Reihe 

entwickelt. Dann ist, abgesehen von der Potenz von —1, der Factor von 

-s-^ in der betrachteten Function gleich dem Producte 

1.2...V ^ 






dL 



(j 

k^n-2 



= £(«n-i-ei+^+i, i--«»-i) 77 is^(«it-ei+y+i, (>*+!-«*)• 

Indem man auf die £tt/erschen Integrale die Reductionsformel 
anwendet und eine Constante L, durch die Gleichung: 

U = (-l)^^^'^-^^'-^-"'-"^--"''-^-"E(«,-p,+ l, p,-«0ß(«2-(>, + l, Pa-«.)... 

...J5(a,_,~p,+ 1, (>„_i-a^_2)£(«„_i~(>,+ l, l-cf^-i) 

definirt, erhält man für das Integral (79.) den Ausdruck: 

Derselbe stimmt, wenn man von dem coustanten Factor absieht, mit dem 
zweiten particulären Integrale (73.) überein. 
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Die übrigen in (73.) angegebenen HauptlÖsnngen der Differential- 
gleichung (60.) lassen sich ebenfalls auf die Form (n— l)-facher bestimmter 
Integrale bringen, in denen die zu integrirende Function gleich der in (78.) 
genannten Grösse ^ ist. Nach § 3 wird die Gleichung (60.) auf eine 
Differentialgleichung (n— l)ter Ordnung, diese auf eine Differentialgleichung 
(n— 2)ter Ordnung reducirt, und so fort, bis man zu einer Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung von der Gestalt (12.) gelangt. Bei dem Integral 
(79.) ist das particuläre Integral der Gleichung zweiter Ordnung, das dem 
Ausdruck (23.) entspricht, gewählt worden. Nimmt man statt dessen diejenige 
Lösung, die in (25.) angeführt ist, so ergiebt sich das («— l)-fache Integral 

das nach § 3 wiederum der Differentialgleichung (60.) genügt, und das für 
« = 3 in das Integral (29.) tibergeht. Setzt man das Reductionsverfahren 
nur bis zur Differentialgleichung dritter Ordnung fort und benutzt für letztere, 
welche die Gestalt (15.) hat, das zu (34.) analoge particuläre Integral, so 
findet man, dass der Ausdruck 

'o U — OD *0 

eine Lösung von (60.) ist. Es soll hier der allgemeinere Ausdruck 

(81.) f'dv^^^f dK>^^^...J^^ dx)^J 'rff?p_iy' 'rff?p_2...y'*rf«?i, 

U ü ü — « 'o 

in welchem die letztgenannten Integrale enthalten sind, betrachtet werden. 
Die Zahl p nehme die Werthe 2, 3, ... «— 1 nach einander an; für p = 2 
wird unter (81.) das Integral (80.), für p = «— 1 das Integral 

/x /^(*^*n-l) /^^n— 2 /'«'2 j: 

rfCn-iy ^^«-^y ^«'n-S../ ^df>^ 

—OD 'o 

verstanden. Als Integrationsweg der Variable <?p_i möge in (81.) ein 
(doppelt durchlaufener) Abschnitt der negativen reellen Axe und ein um 
den Nullpunkt gelegter Kreis, dessen Radius grösser als mod.x ist, ge- 
nommen werden. Man führt zunächst statt i>i, f?2, ... «?p-2 neue Variable 
'i? '2? • . • 'p-2 mittelst der Gleichungen 

in (81.) ein. Es ist dann (für &= 1, 2, . . . p-2) 

Die von Cj, f?2, ... <?p-2 abhängigen Factoren der Function $ werden nach 

11» 
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(78.) .durch das Product 

dargestellt. Durch eine Rechnung, welche der flir das Integral (79.) ange- 
gebenen Transformation entspricht, zeigt man, dass das (p— 2)-fache Integral 

durch die obige Substitution in das Product aus dem Werthe 

/ -j \e»+^j+-*'+?p— 1— «I— «« — — «p-2— p^p— 1— ei 

und dem Integral 



II 



übergeht. Es werde femer der in der Function ^ vorkommende Factor 
(«p.i-«?,)^'"''^'^"'^ nach dem binomischen Satze in die Reihe 

entwickelt. Die Reihe convergirt, da wegen des für «p_i vorausgesetzten 
Integrationsweges mod. e^i stets grösser als mod. x ist, während die Moduln 
von f?p, f?p4.,, . . . f?^_i, wie man bestimmen darf, in (81.) den Werth mod.o; 
nur als Maximum erreichen. Indem man der Symmetrie halber noch 
ijp_i = /p-i setzt, findet man für das in (81.) enthaltene (;»— l)-fache Integral 

df>,.j dv,-,..j dx>,^ n if>t-f>,^ty'^' ' ^r" 



— oc *~^ 



den Ausdruck 

WO ö, das (/?— l)-fache constante Integral 

bedeutet. Der Binomialcoefficient (pp— «p-i— 1)/ hat für / = den Werth 1. 
Es möge ferner durch Ht das (fi~p)-fache Integral 

/x r^n—\ 

d^n-lj rf«?n-2... 



I) U 



•••/ ^^pK^n-'X^^J ^n-\ ^p IM K^^k—^k+l) ^k 



*=^ 



bezeichnet werden. Dann ist das Integral (81.) gleich der Summe 
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Um F, umzuformen, substituirt man 

woraus 

folgt. Hierdurch ergiebt sich 



I) ''' I) 



• 

so dass, wenn die zuvor erwähnte Reductionsformel fUr die Eulerschen 
Integrale berücksichtigt und die Bezeichnung (48.) angewendet wird, die 
Gleichung 

= ?^ — i^ — T+ — ^C««-i— pp+1, i-««-i; 

entsteht. Der Werth des Integrals Gt ist durch die Formel (22.) der Ab- 
handlung „Ueber ein vielfaches, auf Evler^che Integrale reducirbares Inte- 
gral" (dieses Journal, Bd. 107, S. 253) bekannt. Denn diese Formel geht, 
wenn daselbst 

gesetzt wird, in die Gleichung 

G, = r(p^-ei-/)*J"'^(«*-ep+'+i,p*4-i-«0 

über, der man (cfr. (32.)) die Gestalt 

geben kann. Durch Einführung dieser Werthe von ö^ und Ä, verwandelt 
sich der Ausdruck, der für das Integral (81.) erhalten wurde, in das Pro- 

duct aus einer Constante, der Potenz x^"^^ und einer Reihe von der Form 
(72.). Man bezeichne, indem man zur Abkürzung 
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92+931 hep_i-fep4-i+-- + e«-i-«i «^-2-«^ a„^i~«+l = o 

setzt, darch L^ die Constante 

...-E(ap_2-pp+l, pp-i— ap-2) 
Dann ergiebt sich (für p = 2, 3, ... n— 1) die Gleichung 

''n— 1 /'V+l /^0'»«'p) /•*>—! 



(82.) 



U ü — <x 

1—« 



2-Pp, Pi-Pp+i, . . . pp-i-pp+i, pp+i-pp+1, . . . pn-i-Pp+i; ^)- 

Von den n in (73.) genannten Hauptlösungen der Differentialglei- 
chung (60.) sind hiermit die «—1 mehrdeutigen auf bestimmte Integrale der 
Function ^ zurückgeführt worden. Es bleibt übrig, ein analoges Resultat 
für die eindeutige Hauptlösung 

F(«i, «2, ... ««-M 9U 92, ... 9n-\\ ^) 

abzuleiten. Man bilde das (n— l)-fache Integral 

—X 

in welchem die Variable f?«_i (wie in (81.) die Variable t?p_i) einerseits 
einen Abschnitt der negativen reellen Axe (in beiden Richtungen), anderer- 
seits eine Kreislinie um den Nullpunkt, deren Radius grösser als mod. x ist, 
durchlaufen möge. Durch Entwickelung der in ^ vorkommenden Potenz 

(f?,_i— j?)"''""^ in die Reihe 

r,_, (,1-:^; - t.„-i (1+ -j- — - + i--2 1,^:;+ i 

entsteht aus dem Integral (83.) die Summe 
in der @), das (n— l)-facl)e constante Integral 

bedeutet. Verbindet man f?i, ... f?,_i mit neuen Variablen *i, ... ^«_i durch 
die Gleichungen 
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80 dass, für &=1, 2, ... « — 2, 
ist, und nennt man a' die Zahl 

^' = P2+P3H hpn-l-«l-«2 ««-2-«, 

80 ergiebt sich 

Das rechts stehende (»— l)-fache Integral hat aber zufolge der Formel (22.) 
des zuvor genannten Aufsatzes*) (woselbst m = «— 2, a = pi+/, 6* = «*— Pi, 

Ck = (fk+i^^k gesetzt wird) den Werth 

- ni-g) *=}r^ «.(a.+i)...(«>+f~i) p. ^ ^^. 

■" ft(e,+i)...(ft+'-i) /=! eH-i((>M-i+i)...(e*+i+'-i) ^ *^ ^*^^ *^' 

Bezeichnet man also durch L die Constante 

(-l)"'r(l-e,)^(«l7 p2-ai)£(«2, e3-«2)...E(an-2> Pn-l-««.2), 

SO ist das Integral (83.) mit dem Ausdrucke 

LF(ai, «2, ... a^_i; p^, pj, ... p,_i; a?) 
identisch. 

Die Rechnungen dieses Paragraphen enthalten die Voraussetzung 
dass die betrachteten bestimmten Integrale convergiren, was gewisse Be- 
schränkungen für die Constanten «i, pi, ... a«_i, p„_i zur Folge hat. Je- 
doch lässt sich in den Fällen, wo bei (79.), (80.), (81.), (83.) Divergenz 
eintritt — sei es an einer unteren Grenze oder an einer oberen Grenze 
©t, X, — die vorstehende Entwickelung in derselben Weise ergänzen, wie 
dies für die Differentialgleichung dritter Ordnung in § 2 ausführlich ange- 
geben worden ist. Man ist im Stande, die Differentialgleichung (60.) auch 
im allgemeinen Falle mittelst bestimmter Integrale, in welchen ^ die zu 
integrirende Function ist, zu lösen, indem man geschlossene Integrations- 
wege, die aus einfachen oder doppelten Umläufen um die bisherigen Grenzen 
bestehen, anwendet. 



•) Dieses Journal, Bd. 107, S. 253. 
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Sophie von K.owalevsky. 



ich erfälle die traurige Pflicht, den Lesern dieses Journals von dem Hinscheiden der Frau 
SophU von KowaUvskif, geb. Corvin-Krukowskoy^ Kunde zu geben. 

Sic wurde am 15. Januar 1851 zu Moskau geboren« verheirathet« sich im Jahre 1868, erhielt 
1874 in Göttingen, nachdem sie ein Jahr (1869/70) in Heidelberg und dann vier Jahre mit kurzen 
Unterbrechungen hier in Berlin, Yornehmlich unter Herrn Weierstraas Leitung, mathematischen Studien 
obgelegen hatte, auf Grund einer im 80. Bande dieses Journals abgedruckten Dissertation die Doctor- 
wörde und im Jahre 1884 an der Universität Stockholm eine Professur. 

Die letzte Ferienzeit im December vorigen und Januar dieses Jahres brachte Frau von Kowalevsky 
bei Verwandten in der Nähe von Nizza zu, hielt sich dann auf der Rückkehr einige Tage in Paris und 
in Berlin auf und reiste am Montag den 2. Februar von hier nach Stockholm ab. Dort erkrankt« sie 
bald nach ihrer Ankunft an einer Pleuropneumonitis und erlag derselben am Dienstag den 10. Februar 
Morgens 4 Uhr. So ward sie schon im Alter von 40 Jahren viel zu früh der von ihr mit ausgezeichnetem 
Erfolge gepflegten Wissenschaft und dem grossen, ihr in Liebe und Verehrung zugethanen Freundes- 
kreise entrissen. 

Sophie von Kowalevtky (nach ihren letzten Visitenkarton ^Sonja KovcUevsky'^) verband mit einem 
ausserordentlichen Talent sowohl für allgemeine mathematische Speculation als auch für die bei der 
Ausführung specieller Untersuchungen nothwendige Technik gewissenhaften, unermüdlichen Fleiss, hielt 
hei intensivster Fachthätigkeit stets ihren Sinn für andere geistige Interessen offen, bewahrte dabei 
immer ihre Weiblichkeit und erwarb und erhielt sich darum im Verkehr auch die Sympathie derjenigen, 
die ausserhalb ihres fachwissenschaftlichen Kreises standen. Die Geschichte der Mathematik wird voa 
ihr als einer der merkwürdigsten Erscheinungen unter den überhaupt äusserst seltenen Forscherinnea 
zu berichten haben. Ihr Gedächtuiss wird durch die zwar nicht zahlreichen aber werthvollen Arbeiten, 
welche sie veröffentlicht hat, in der ganzen mathematischen Welt fortdauern, die Eriunening an ihre 
bedeutende und dabei anmuthvoUe Persönlichkeit wird in den Herzen aller derer fortleben, welche das 
Glück hatten, sie zu kennen. 

Die Titel der sechs von Frau von KowaUvsky publicirten Abhandlungen lauten buchstäblich: 

1. Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Inaugural-Dissertation zur Erlangung 
der Doctorwürde bei der philosophischen Facultät zu Göttingen von Sophie v. Kowalevsky, geb. v. Corvin- 
Krukowskoy. Berlin 1874 bei Georg Reimer. Abgedruckt im 80. Bande dieses Journals, S. 1—32. 

2. Ueber die Reduction einer bestimmten Klasse J.öe/scher Integrale 3ten Ranges auf ellip- 
tische Integrale, von Sophie Kowalevski in Stockholm. Acta Mathematica Bd. 4, S. 393 — 414. 1884. 

3. Ueber die Brechung des Lichtes in cristallinischen Mitteln, von Sophie Kowalevski iii 
Stockholm. Acta Mathematica Bd. 6, S. 249—304. 1885. Die Widmung eines Exemplars dieser Ab- 
handlung, welches ich von der Verfasserin erhalten habe, trägt die Unterschrift r,Sophie v. Kowalevski*^ , 

4. Zusätze und Bemerkungen zu Laplaces Untersuchung über die Gestalt der Saturnsringe. Von 
Frau Sophie Kowalewsky in Stockholm. Astronomische Nachrichten Bd. 111, Nr. 2643, S. 37 — 48. 1885. 
Der Redaction überreicht von Hugo Qyld€n. 

5. Sur le probleme de la rotation d^un Corps solide autour d'un point fixe, par Sophie Ko- 
walevski a Stockholm. Acta Mathematica Bd. 12, 8. 177—232. 1889. (Auf S. 177 findet sich die An- 
merkung: „Ce memoire est le resume d'un travail auquel TAcademie des Sciences de Paris, dans sa 
seance solenneile du 24. decembre 1888, a decerne le prix Bordin eleve de 3000 a 5000 francs".) 

6. Sur une propriete du Systeme d'equations differentielles qui definit la rotation d'un corps 
solide autour d'un point fixe, par Sophie Kowalevski a Stockholm. Acta Mathematica Bd. 14, 
S. 81-93. 1889. 

Berlin, den 20. Februar 1891. L. Kronecker, 
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lieber lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Ebenen- 
büschel und colünearer Bündel oder Eäume. V, VI *). 

(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 



Üinen besonderen Reiz bieten unsere linearen Mannigfaltigkeiten 
durch die Verschiedenheit ihrer Erzeugnisse und der sonstigen von ihnen 
abhängigen oder sie bestimmenden Gebilde. Sie führten uns schon in den 
früheren Theilen dieser Arbeit zu mancherlei Gruppen sowohl von Punkten 
als auch von Strahlen und Ebenen, zu Raumcurven und räumlichen Ebenen- 
bUscheln, zu Flächen als den Orten theils von Punkten theils von Ebenen, 
ferner zu Schaaren, Congruenzen und Complexen gerader Linien, zu Büscheln, 
Bündeln, Schaaren, Netzen, und höheren Systemen von Raumcurven und 
Flächen. Bei einer und derselben linearen Mannigfaltigkeit pflegen ver- 
schiedenartige solche Raumgebilde zugleich aufzutreten, die zu einander in 
vielfachen und innigen Beziehungen stehen. Wir erinnern beispielsweise an 
das Haupttetraeder, den tetraedralen Strahlencomplex, die c»^ Ordnungscurven 
und die oo* Ordnungsflächen eines Raumbüschels; an die Kerncurve d\ deren 
Doppelsehnen- Schaar, die 06^ kubischen Ordnungsflächen und die 00^ Haupt- 
tetraeder eines Raumbündels, und an die Kernfläche K^, die ^^ Kerncurven, 
die cc* Haupttetraeder und die 00^' kubischen Ordnungsflächen eines Raum- 
gebüsches. 

Auch bei der linearen Mannigfaltigkeit \2:^\ von cc* coUinearen Räu- 
men, von welcher dieser fünfte Theil meiner Arbeit handelt, treten zahl- 
reiche und verschiedenartige Gebilde auf. Als wichtigstes derselben werden 
wir eine „Hauptcurve" zehnter Ordnung kennen lernen, durch welche i. A. 
alle übrigen und 1-2'4| selbst bestimmt sind, und in welcher die oc* Kern- 
flächen vierter Ordnung von |-S|| sich schneiden. 



*) Fortsetzung und Schluss von Bd. 107 S. 162 dieses Journals. 

Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 2. 12 
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Reye, lineare Mannigfaltigkeiten projeclicer Grundgebilde. 



§16. 

Die lineare Mannigfaltigkeit l^^] von oo^ collinearen Räumen und das |f4|-Gebüsch |f4,3J. 

88. Eine lineare Mannigfaltigkeit \2^\ bestellt ans oo^ collinearen 
Ränmen und ist durch beliebige fünf derselben bestimmt. Sie enthält (36.) 



oo^ Raumbüschel 



und 



oc 



Gebüsche 



deren 



oo 



S-.j, oo« Bündel 

Haupttetraeder, oo« Kerncurven c« und oo* Kernilächen K* wir auch zu 
1^4! rechnen. Beliebige zwei, drei oder vier Kaumgebbsche von IJS«) haben 
einen Raumbündel, . einen Raumbüschel resp. einen Raum gemein (35.). 

Auf I^S^I ruht ein „Gebüsch" 1^4.3! von 00' collinearen Mannigfaltig- 
keiten l«*!, die aus je 00* homologen Ebenen der Räume von 1-2*41 bestehen. 
Dieses Gebüsch 1^43! ist durch beliebige vier seiner collinearen \€^\ bestimmt 
und enthält alle durch je zwei bezw. drei derselben bestimmten Büschel 
!64,ij oder Bündel J642I. ^^^ collinearen Räume von \2^\ bestehen aus je 
00^ homologen Ebenen der Mannigfaltigkeiten von ;£43|. 

Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten \2^\ und 1^4,3! hängen i. A. 
von 40 Parametern ab (vgl. 30.). 



89. Jedes Raumgebüsch |-2'3 



von 



ruht (30.) auf einem Gebüsche 



IT3I homologer Räume der 00^ collinearen |64| von if4,3J. Seine Kernfläche 
vierter Ordnung ff* enthält die Doppelpunkte der cx^^ singulären Räume und 
die Schnittpunkte homologer E^benen aller Räume von |-2'3J sowohl als auch 
von IT3I; sie ist der Ort dieser Punkte (32.). Da zwei Gebüsche von \2^\ 
allemal einen RaumbUndel gemein haben, so gehen ihre Kernflächen /f* 
beide durch dessen Kerncurve c" sechster Ordnung (32.), schneiden sich aber 
noch in einer Raumcurve c^" zehnter Ordnung. In den Punkten dieser 



Hauplcuree^^ c" von 



der Räume von 



S'4' und '643! treffen sich je 00* homologe Ebenen 
durch sie gehen folglich alle 00* Kernflächen K*. 
Jeder Punkt von c^^ ist Mittelpunkt eines Bündels, auf welchen eine Mannig- 
faltigkeit von [^43' sich reducirt, und Doppelpunkt der 00^ singulären Räume 
eines speciellen Büschels ^i\ von \^^\'^ in ihm schneiden sich die Axen 
von 00^ homologen P^benenbüscheln der oc^ collinearen I64!. Der Ort eines 
Punktes, in welchem homologe Ebenen von fünf beliebigen collinearen 
Räumen sich schneiden, ist also i. A. eine Raumcurve c"' zehnter Ordnung. 
90. Die lineare Mannigfaltigkeit 1-2*41 enthält c»^ singulare, in Ebenen- 
bündel ausgeartete Räume (89.); jeder Punkt der Hauptcnrve c"^ ist von 
oo\ jeder andere Punkt ist von einem dieser Räume der Doppelpunkt. Die 
Kernfläche eines Gebüsches von l-S^j, welches vier dieser singulären Räume 
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oder zwei dieselben enthaltende Ranmbüschel verbindet, geht durch deren 
vier Doppelpunkte. Vier beliebige Punkte können demnach mit c^" durch 
eine Kernfläche K* verbunden werden. Durch drei Punkte geht allemal 
eine und i. A. nur eine der cx>® Kemcurven c^ von |-2V|; der zugehörige 
Raumbttndel (23.) verbindet die drei singulären Räume von \2^\^ welche 
jene Punkte zu Doppelpunkten haben. Durch einen beliebigen Punkt gehen 
oo^ Kernflächen und oo* Kemcurven von |-2;|, durch jeden Punkt von c^" 
aber gehen oo^ Kemcurven. Drei Punkte von c^" können durch cx>^ Kem- 
curven d' verbunden werden. 

Die Hauptcurve c^" bildet mit jeder Kerncurve c^ die Grundcurve 
eines Kernflächenbüschels von \2^\] denn alle durch drei beliebige Punkte 
von c^ gehenden Kernflächen K* schneiden sich in c^" und c*\ und durch 
jeden Punkt des Raumes geht eine von ihnen. • 

91. Ein RaumbUschel, welcher zwei singulare Räume von 1-2*41 ver- 
bindet, hat deren Doppelpunkte zu Hauptpunkten. Zwei Punkte bestimmen 
demnach i.A. ein Haupttetraeder von |^4{, zu dessen Eckpunkten sie ge- 
hören. Jedem Haupttetraeder können oo^ Kernflächen K\ und Kemcurven 
c*' umschrieben werden, weil jeder RaumbUschel von |-S'4| in oo^ Gebüschen 
und Bündeln von |-S'4[ enthalten ist (36.). Ein Haupttetraeder ist i. A. jeder 
Kernfläche oder Kerncurve eingeschrieben, die durch zwei seiner Eckpunkte 
geht. Die acht Eckpunkte von je zwei der oo^ Haupttetraeder liegen mit 
c^*^ auf einer Kernfläche K* (90.). Wenn zwei Haupttetraeder einen Eck- 
punkt gemein haben, der nicht auf c^" liegt, so sind sie einer Kerncurve 
c^ eingeschrieben. 

Weil ein RaumbUndel und ein Gebüsch von \2:^\ einen Raumbüschel 
gemein haben (88.), so schneiden sich eine beliebige Kerncurve c^' und eine 
Kernfläche Ä* von |-S'4| in den vier Eckpunkten eines Haupttetraeders. Die 
übrigen 20 Schnittpunkte von d' und K* liegen auf der Hauptcurve c^^\ Die 
oo^' Kemcurven c^' haben demnach mit c^" je 20 Punkte gemein und werden 
von einer beliebigen Kernfläche K* ausserdem in den Eckpunkten je eines 
Haupttetraeders von |-2;| geschnitten. Drei beliebige Kernflächen schneiden 
dich in c^^' und in den Eckpunkten eines Haupttetraeders; zwei auf einer 
Kernfläche liegende Kemcurven sind einem Haupttetraeder umschrieben 

(vgl. 32.). 

92. Durch drei beliebige Ponkte einer Sehne s von c'" geht eine 
Kerncurve c^, welche in s und eine Raumcurve c* fünfter Ordnung zerfilllt; 

12» 
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denn die oo^ Kemflächen Ä*, welche die drei Punkte verbinden, gehen alle 
durch 8. Der zu c^ gehörige Kaumbttndel l-S^I enthält oo^ singulare Räume 
von \2^\^ deren Doppelpunkte auf s liegen, und ist durch drei derselben 
bestimmt. Da diese Räume nach jedem der beiden Schnittpunkte von s und 
c^" homologe Ebenen schicken, so haben sie und die übrigen Räume von 
I-S'jI die Gerade s entsprechend gemein. Die beiden Theile s und c* der 
Kemcurve c^ schneiden sich in vier Punkten (286.). Die singulären Räume 
von 1^2!) deren Doppelpunkte auffliegen, bilden eine quadratische Mannig- 
faltigkeit, denn ein Gebüsch \2z\ von [JS^I enthält i. A. zwei von ihnen 
(vgl. 286,), 

93. Die singulären Räume von jJS;|, deren Doppelpunkte mit drei 
Punkten von c^" in einer Geraden und somit auf einer „Doppelsehne'' *) v 
von c^" liegen, bilden einen Raumbüschel \2i\. Denn sie liegen in jedem 
durch zwei von ihnen gehenden Gebüsche von 1-2'4|, weil die Kemfläche 
eines solchen Gebüsches fünf und somit alle Punkte von v enthält. Die 
00^ Büschel des auf \2i\ ruhenden Complexes |ii3| schicken durch jeden 
Punkt von v homologe Ebenen, und 00^ von ihnen haben v zur Axe (13a.). 
Auf jedem durch j^S*,] gehenden Raumbündel \22\ von l-S'^j ruht demzufolge 
ein Bündelcomplex IS3I, von welchem co^ Bündel den Strahl v entsprechend 
gemein haben; diese 00^ Bündel aber bilden ein specielles Netz, und ihre 
Ordnungsfläche Fy ist geradlinig und hat v zur Doppelpunktsgeraden (19a.). 
Die übrigen kubischen Ordnungsflächen von \2.^\ gehen durch v, weil das 
specielle Netz mit den übrigen Netzen von IS3I je eine Bündelreihe gemein 
hat, deren Ordnungscurve in v und je zwei andere Gerade zerföUt. Die 
Kemcurve c^ von I-Sj] und ISsj, in welcher F,? und die übrigen Ordnungs- 
flächen sich schneiden (23.), zerföUt deshalb in v und eine Raumcurve c* 
fünfter Ordnung. Letztere hat mit v drei Punkte gemein; denn eine durch 

V gelegte Ebene schneidet F,? in v und einer Geraden g und hat mit c* 
fünf Punkte gemein, von denen nur zwei auf g, die drei übrigen also auf 

V liegen. 

Eine Doppelsehne v der Hauptcurve c^" bildet sonach mit 00^ Raum- 
curven c* fünfter Ordnung je eine Kemcurve c^ von \2^\. Durch jeden 
Punkt des Raumes geht (90.) eine dieser c^; dieselbe hat drei Punkte mit 



*) Analytisch linde ich, dass 17 Doppelsehnen oder Trisecanten von c^° durch einen 
beliebigen Punkt dieser Curve gehen. 
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V und (91.) 17 Punkte mit c^" gemein und liegt mit oo^ ihrer Sehnen g auf 
einer kubischen Fläche, welche v zur Doppelpunktsgeraden hat. 

94. Die kubischen Flächen, welche irgend drei Räume von |-5;| 
mittelst ihrer homologen Bündel erzeugen, nennen wir „Ordnungsflächen" 
von I^S^I und |64,3|. Zu ihnen gehören die cx>^ Ordnungsflächen jedes Raum- 
bUndels von 1-5*41, welche in dessen Kerncurve c^ sich schneiden (23.), sowie 
die oo^ Ordnungsflächen jedes Gebüsches von |-S;| (32.). Ueberhaupt giebt 
es oo^ kubische Ordnungsflächen F^ in |-S'4|; jede von ihnen geht durch 
eine der cx>^' Kerncurven c^ und schneidet cx?^ andere Ordnungsflächen in 
dieser c^ Jede Doppelsehne der Hauptcurve c^" ist Doppelpunktsgerade 
einer geradlinigen Ordnungsfläche (83.). 

Jede |64,2| von [€43! ruht (52.) auf einer linearen Mannigfaltigkeit IS4I, 
die aus homologen Bündeln der 00* Räume von |-5|| besteht. Die kubischen 
Ordnungsflächen der 00*^ Netze von IS4I sind zugleich solche von 1-2*41; sie 
gehen (54.) alle durch die 10 Kernpunkte K von IS4I und |f4 2|. Diese 10 K 
liegen auf der Hauptcurve c^", weil in ihnen homologe Ebenen der Bündel 
von IS4I und somit der Räume von l-S»] sich schneiden. Jede Ordnangs- 
fläche F^ von 1-2*41 hat mit c*" eine Gruppe 10 K, ausserdem aber (91.) 
zwanzig auf ihrer Kerncurve c^' liegende Punkte gemein. Es giebt 00^ 
Kernpunktgruppen 10 K; in jeder von ihnen wird die Hauptcurve c^" von 
einer der 00^ Ordnungsflächen F^ geschnitten, welche durch eine beliebige 
Kerncurve gehen. Jede Gruppe 10 K kann mit jeder Kerncurve c^ durch 
eine kubische Ordnungsfläche verbunden werden. Drei beliebige Punkte 
von c^" sind allemal in einer und i. A. nur in einer Gruppe 10 Ä" ent- 
halten; die zugehörige 1^4,2] verbindet die drei singulären \€^\ von I643I, welche 
(89.) aus den Ebenen der drei Punkte bestehen. 

Durch die 00^ singulären Räume von [-2*41, welche einen Punkt P 
der Hauptcurve c^" zum Doppelpunkte haben, gehen 00^ Raumbündel und 
00* Gebüsche von |-2'4|. Die 00^ Kerncurven dieser Bündel haben P zum 
dreifachen Punkte und werden aus P durch kubische Ordnungskegel projicirt 
(28 a.); die 00^ Kernflächen der Gebüsche haben P zum Doppelpunkte (34a.), 
gehen durch c^" und schneiden sich büschelweise in je einer der 00^ Kerncurven. 

95. In der Mannigfaltigkeit l-S;] giebt es i. A. 20 zweifach singu- 
lare Räume, deren Ebenen nämlich durch je eine Axe gehen*). Die 20 

•) Den Beweis kann ich nur analytisch führen. Seien a„ /?,, y,-, 5, lineare Func- 
tionen der Punktcoordinaten a?, y, ä, etwa (vgl. 80.): 
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Axen a dieser Räume mögen „Axen von \2^[^ heissen; sie haben mit der 
Haupteurve c^" je vier Punkte gemein. Denn 1-2*41 ist durch fünf collineare 
Räume bestimmt, und wenn einer von diesen zweifach singulär ist, so schnei- 
det seine Axe die Kemfläche der übrigen in vier Punkten, durch welche 
homologe Ebenen jener fünf und folglich aller Räume von \JS^\ gehen; die 
vier Punkte aber liegen (89.) auf c^^\ Die 20 Axen a sind i. A. windschief; 
wenn zwei von ihnen sich schneiden, so liegt der Schnittpunkt auf der 
Haupteurve c% weil er von mehr als einem singulären Räume von |JS|| 
ein Doppelpunkt ist. 

Jeder der 20 zweifach singulären Räume ist in cx)^ Gebüschen und 
in oo* RaumbUndeln von l-S^I enthalten; seine Axe a liegt deshalb mit c^'* 
auf oo^ Kemflächen üf* und ist von oo* Kerncurven c^ ein Bestandtheil (34., 
28 rf.). Letztere zerfallen in a und je eine Raumcurve c* fünfter Ordnung, 
welche zwei Punkte mit a und 16 Punkte mit c^" gemein hat (91.). Jede 
durch a gehende Kernfläche K* enthält oo^ von den Raumcurven c^ und 
eine kubische Raumcurve cj, mit welcher die c^ auf oo^ Flächen zweiter 
Ordnung liegen (34.). Diese Flächen bilden (34.) mit jeder Ebene von a 



«I = ai)i + aux+a2iy+aiiZ] ßi = 6,«+6ifa;+62,y+^3,Ä; u. s. w. 

4 

Dann ist ^Xi(a,+^/?,+f*y«+^^«) = die Gleichung einer linearen Mannigfaltigkeit |^^|; 

dieselbe repräsentirt einen der oo* Räume von l-S^I, wenn den fünf Parametern x^, 
X,, ... x^ oder vielmehr ihren vier Verhältnissen bestimmte VVerthe gegeben werden. 
Ist eine oder sind zwei oder drei der vier Gleichungen: 

^x,a, = 0, 2:x.Ä = 0, -Sx,7, = 0, -Sx,^, = 

für irgend welche Werthe der x, eine Folge der übrigen, so ist der entsprechende Raum 
von \S\ ein einfach bezw. zweifach oder dreifach singulärer, d.h. alle seine Ebenen 
gehen durch einen Punkt bezw. eine Gerade oder fallen zusammen. Die Determinante: 

^x,a(ij Sxiüu SxiChi S^iazi 

SxMi £xibu 

^Xidiii ' -X,rf3, 

verschwindet doshalb für die Parameter Xj jedes singulären Raumes, alle ihre ersten bezw. 
zweiten Minoren aber verschwinden für die Parameter der zweifach resp. dreifach singu- 
lären Räume von \^^\' 

Die ersten Minoren von J verschwinden i. A. für 20 Werthensysteme von 



= J 



Xj Xj Xj X 



Xq Xq Xq , Xq 



, — *-, sodass i. A. 20 zweifach singulare Räume in l-SJ vorkommen. 



Die Rechnungen, aus welchen dieses folgt, werde ich später (114.) im Zusammenhange 
mit anderen geben; sie sind den von mir in diesem Journal Bd. 82 S. 56 — 62 ausge- 
führten analog. 
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kubische Ordnangsflächen des zu K* gehörigen Gebttsches von I^S*«!. Sie 
schneiden c^" in je 20 Punkten, von denen 16 auf einer c*, die übrigen vier 
aber auf <^ liegen; und diese vier Punkte A bilden (94.) mit je sechs 
Punkten von c^^\ die mit a in einer Ebene liegen, eine Kernpunktgruppe 
10 K. Die vier A ändern sich nicht, wenn K* mit einer anderen durch a 
gehenden Kernfläche K\ vertauscht wird; denn K* und K\ haben eine c* 
gemein, welche mit ihren Doppelsehnen auf einer die vier Punkte A von 
c"* enthaltenden Fläche zweiter Ordnung liegt. 

96. Jeder Axe a von I^Sil entsprechen (95.) vier Punkte A der Haupt- 
curve c^^ Die oo* Raumcurven c^, welche mit a Kemcurven von \2^\ bil- 
den, senden je vier Doppelsehnen durch die vier Punkte A und liegen mit 
ihnen auf je einer Fläche zweiter Ordnung (95.); durch zwei beliebige 
Punkte geht (90.) allemal eine dieser c^. Je sechs mit a in einer Ebene 
e liegende Punkte von c^" bilden (95.) mit den vier A eine Gruppe 10 K. 

Die oo^ Mannigfaltigkeiten von \€^^\^ welche in den zweifach singu- 
lären Raum a von |^4| die Eibene e entsenden, bilden einen speciellen Bttn-> 
del 1^421; die auf [642! ruhende IS4I aber enthält einen auf « reducirten Ebenen- 
bUndel. Die zehn Kernpunkte K von IS4I und |€42| bestehen (64 c., 94.) 
aus sechs Schnittpunkten von s mit c^** und den vier Punkten A. Von \S^\ 
zerfallen c»' Kemcurven in je zwei kubische Curven c\ und c^, von denen 
die c] in s liegen; 00* Ordnungsflächen von IS4I bestehen aus e und je einer 
Fläche F^ zweiter Ordnung, Die c^ und F^ sind die Ordnungscurven und 
Ordnungsflächen eines tetraedralen Strahlencomplexes , welcher die vier A 
zu Hauptpunkten hat (64 c.). Jede der 00* in « und eine F^ zerfallenden 
Ordnungsflächen enthält (94.) eine Kerncurve c® von |-5'4|,' welche aus a 
und einer c* auf F^ besteht. Die vier Punkte A und der tetraedrale Com- 
plex ändern sich nicht, wenn die Ebene c um a sich dreht (vgl. 95.). 

Die 20 Axen a von 1-2*41 können zu vieren mit c^" durch Kernflächen 
verbunden werden. Zu dreien bilden sie Kemcurven mit je einer kubischen 
Raumcurve, welche die drei a zu Sehnen und acht Punkte mit c^" ge- 
mein hat. 

97. Eine beliebige |€4| von |€43| enthält die Ebenen des Raumes je 
00^ mal. Die 00^ Räume von 2^ , welchen in |fi4| irgend eine Ebene (p 



entspricht, bilden einen RaumbUschel 



'ih 



von dessen Haupttetraeder die 



Ebene (p eine Fläche ist. Sie senden in jede andere Mannigfaltigkeit 1^4 1^ 
von 1*4^ einen Büschel /i von Ebenen, die in |c4|i der Ebene (p von l^^ 
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entsprechen; der Complex dieser Büschel fi ruht auf [JS^I. Dreht sich tp 
um eine ihrer Geraden rf, so beschreibt \2^\ den Bttndel l-^^j] der Räume, 
welchen in j«*] je eine durch d gehende Ebene entspricht; die Hauptpunkte 
von |JS\| aber beschreiben die Kerncurve c^' von [-S^l, und diese hat d zur 
Doppelsehne (25.). Zu d nun gehört (27.) ein Punkt D von c^ in der Weise, 
dass je drei Punkte von c^', die mit D zusammen die Hauptpunkte eines 
Raumbüschels \2^\ von j-S'jj bilden, mit d in einer Ebene (p liegen. Bei 
der Drehung von cp ändert deshalb der vierte, cp gegenüber liegende Haupt- 
punkt D von l^il seine Lage nicht. 

Jeder nicht singulären |f4| von [e^^^l entspricht auf diese Art ein 
Punkt D; und zwar haben je zwei Räume von j-S^j, welche nach l^+l eine 
und dieselbe Ebene ip, gleichgültig welche, entsenden, den Punkt D ent- 
sprechend gemein, und drei beliebige Räume von j-S*], denen in |«4| drei 
Ebenen einer Geraden d entsprechen, erzeugen eine Kerncurve c*^, von wel- 
cher d eine Doppelsehne und D der entsprechende Punkt ist. Der singu- 
lare Raum von |-S'4J, welcher D zum Doppelpunkte hat, schickt nach |^4| 
alle Ebenen von D, 

In den kubischen Hauptbüscheln der oo^ durch |f4| gehenden [f+^J 
von 1^43! entspricht der |64| je eine Ebene des Punktes D (vgl. 42.). 

98. Ist |f4J eine der 00^ ausgearteten Mannigfaltigkeiten von |f4 3', 
so besteht sie aus den Ebenen eines Punktes P der Hauptcurve c^" und 
enthält dieselben je 00^ mal (89.). Die 00^ Räume von 1-2*41, denen in \e^\ 
oder P eine Ebene (p entspricht, bilden einen Bündel jJ??!, dessen Kern- 
curve in zwei kubische Curven c\ und cl zerfällt (28 c.); und zwar liegt 
c] in 9, wogegen cl eine Raumcurve ist. Von den Hauptpunkten der Raum- 
büschel von 1-2*21 liegen je drei auf Ci, und die vierten auf c^ (28c.). Dreht 
sich (p um eine Gerade s von P^ so beschreibt I-Sjj ein Raumgebüsch von 

2^\^ und c, dessen durch s, cl und c^" gehende Kernfläche /f*; die kubische 
Raumcurve cl aber ändert sich nicht (vgl. 34.). Auf c\ liegen hiernach 
die neun von P verschiedenen Schnittpunkte der Hauptcurve c^" mit (p, 
ausserdem drei Punkte von c'. Weil die in c] und cl zerfallende Kern- 
curve 20 Punkte mit c^" gemein hat (91.), so enthält c^ eilf Punkte von c^". 

99. Jeder ausgearteten Mannigfaltigkeit P von jf+^j entspricht also 
(98.) eine kubische Raumcurve cl^ die mit der Hauptcurve c^" eilf Punkte 
gemein hat. Diese c] bildet mit 00^ kubischen Curven Ci, die in den 
Ebenen von P liegen, je eine Kerncurve von 1-241. Jede Ebene tp des 
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Punktes P schneidet c^ in drei und c^" in neun von P verschiedenen Punkten, 
durch welche eine dieser od^ Curven cj geht. Mit jeder Geraden s von P 
können c^ und c^" durch eine Kernfläche K* verbunden werden (98.), sodass 
oo^ Kernflächen durch c? gehen. Dieselben schneiden sich büschelweise in 
den ebenen kubischen Curven cj. 

Jede Kernfläche, welche zwei beliebige Punkte von c^ mit c^" ver- 
bindet, geht durch c]. Die oo^ singulären Räume von I-Stj, deren Doppel- 
punkte auf cl und nicht zugleich auf c^" liegen, sind demnach in jedem 
durch zwei von ihnen gehenden Gebüsche von 1-2*41 enthalten und bilden 
folglich einen Raumbüschel \JSi\. Der auf \2^\ ruhende Complex \fi^\ be- 
steht aus homologen Ebenenbüscheln der oo^ Mannigfaltigkeiten von |f43|; 
seine ex?' Büschel erzeugen zu dreien die Raumcurve c^, haben die oo^ Seh- 
nen von cl zu Axen und sind schaarenweise coaxial und identisch (vgl. 28 c.). 

Durch die 13 Punkte, welche c] und c^" mit einer beliebigen Ebene 
gemein haben, gehen oo^ ebene Curven vierter Ordnung. Diese Curven 
schneiden sich büschelweise in oo^ Punktetripeln , von denen auf jeder 
Geraden der Ebene eines liegt Durch 12 der 13 Punkte ist der letzte 
eindeutig bestimmt*). 

100. Durch die kubische Raumcurve c] gehen oo^ Flächen zweiter 
Ordnung; jede derselben bildet (99., 94.) mit jeder Ebene des Punktes P 
eine Ordnungsfläche von |^4| und schneidet • c^*^ in neun Punkten, welche 
mit P zusammen eine Kernpunktgruppe 10 K bilden. Umgekehrt liegen 
je neun Punkte von c^^\ die mit P eine Gruppe 10 K bilden, mit cj auf 
einer Fläche zweiter Ordnung (94.). 

Verbindet eine Sehne von Cj zwei Punkte Pi, P2 von c^", die nicht 
auf cl liegen, so gehören P, P, und P2 zu 00^ Kempunktgruppen 10 K; 
die 00* Flächen zweiter Ordnung, welche c^ mit der Sehne verbinden, 
schneiden c^" in den von P verschiedenen Punkten dieser Gruppen. Die 
cx)^ durch Py P, und eine Kerncurve c^ gehenden kubischen Ordnungsflächen 
enthalten auch den Punkt P2 ; sie schneiden sich (23.) in c^' und einer durch 
P, Pi und P2 gehenden kubischen Raumcurve. — Wenn P mit drei in einer 
Geraden liegenden Punkten von c^" zu einer Gruppe 10 K gehört, so liegt 
die Gerade mit cl auf einer Fläche zweiter Ordnung und hat folglich mit 
cl einen Punkt gemein. Die Verbindungsebene von P und der Geraden 



*) Reye, die algebraischen Flächen . . . (Math. Annalen II, 501). 
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hat mit d noch zwei und mit c^" noch sechs Punkte gemein, die (99.) auf 
einem Kegelschnitte liegen. 

Zwei kubische Raumcurven c,, die verschiedenen Punkten P von c"* 
entsprechen, liegen mit c"' auf einer Kernfläche Ä"*. Dieselbe verbindet c^" 
mit zwei Punktepaaren der beiden cl (vgl. 99., 90.) und jede dieser Curven 
mit der Sehne s, welche durch den ihr entsprechenden Punkt P an die 
andere Raumcurve geht (99.). 

101. Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten j-S'^ und £»,3! sind durch 
ihre Hauptcurve c^'* i. A. völlig bestimmt. Denn zunächst kann c^'^ mit jeder 
Geraden s^ die einen Punkt von c^" enthält, durch eine Kernfläche K^ von 
j-Sltl verbunden werden; die übrigen Schnittpunkte von c"' mit den p]benen 
von 8 liegen auf je einer kubischen Curve cj, deren Ort IC ist. Die so 
bestimmten Kernflächen schneiden sich paarweise in Kerncurven c^, welche 
i. A. je einen Raumbündel von -^4 bestimmen (26.). Zwei Raumbündel, 
deren Kerncurven auf derselben Kernfläche K^ liegen, haben einen Raum- 
büschel gemein und bestimmen das zu IC gehörige Raumgebüsch von -2^ ; 
durch zwei ihrer Gebüsche aber ist die Mannigfaltigkeit \21^\ bestimmt. 

Die Mannigfaltigkeit 'f4,3| bat 00* kubische Hauptbüschel /^; zu jedem 
ihrer Büschel !f4,i gehört ein solcher (39.). Ihre 00^ Bündel \b^.^\ bestimmen 
(55.) je eine Strahlencongruenz \d'^\ dritter Ordnung sechster Klasse. Doch 
ist über die gegenseitigen Beziehungen dieser 00^ Congruenzen und co* 
Hauptbüschel Näheres nicht bekannt. 

102. Die Mannigfaltigkeiten ' 2:^\ und |f43i sind speciell und von 36 
Parametern abhängig, wenn eine jf*' von ^43' in einen Ebenenbüschel s 
ausartet, oder mit anderen Worten, wenn die 00^ Räume von -^V durch 
eine Gerade s homologe Ebenen schicken. Die 00*' Kerncurven d' haben 
in diesem Falle s zur gemeinsamen Doppelsehne (24.), die oc* Kernflächen 
K^ gehen alle durch s (34), und die Hauptcurve c^'' zerfällt folglich in s 
und eine Raumcurve c* neunter Ordnung. Zwei Kernflächen ff* haben 
ausser s und c" eine Kerncurve c*' gemein; sie schneiden eine durch s 
gehende Ebene (p in s und zwei kubischen Curven cj, von deren neun 
Schnittpunkten drei auf c^' (vgl. 34.) und nur die übrigen sechs auf c* liegen. 
Die drei Punkte, welche c" ausser diesen sechsen mit ip gemein hat, müssen 
auf s liegen, und s ist folglich eine Doppelsehne von c\ 

Die oc^ Räume von 1^4!, welche die Ebene cp durch s schicken, 
bilden ein Gebüsch, dessen Kernfläche in ip und eine durch c* gehende 
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kubische Fläche K^ zerfällt (34c.). Die oc' Kerncnrven dieses Gebüsches 
zerfallen in je zwei kubische Curven c] und c^, von denen c\ in (p liegt und 
e] gewunden ist; die kubischen Raumcurven cl bilden auf K^ ein Netz (34c.). 
Mit einer beliebigen Kernfläche K* hat diese zerfallende ausser s und c' eine 
der oc^ zerfallenden Kerncurven gemein. Dreht sich die Ebene q) um s^ so 
ändert auf K* der ebene Theil c\ der Kerncurve seine Lage, nicht aber 
der gewundene Theil c]-^ denn die kubische Raumcurve c^ bildet (34.) mit 
jeder kubischen Curve c\ von K*, die mit s in einer Ebene liegt, eine Kern- 
curve. Auch die kubische Fläche K^y der Ort der Curven cl^ bleibt folg- 
lich ungeändert, wenn (f> um s sich dreht; sie bildet mit jeder Ebene von 
s eine Kernfläche und enthält die Doppelpunkte von oc^ singulären Räumen, 
die in oo^ Gebüschen und folglich in einem Raumbündel von |-5'4| liegen. 
Ein beliebiges Gebüsch von l-S^j geht durch cc^ dieser singulären Räume; 
dieselben bilden einen Büschel (88.), und ihre Doppelpunkte liegen auf 
einer der kubischen Raumcurven c]. 

Durch jede der oo^ Raumcurven cl gehen oo^ Kernflächen /f*, die 
sich in s^ c^ und büschelweise in je einer kubischen Curve c\ schneiden; 
diese c] liegt mit s in einer Ebene und bildet mit der cl eine Kerncurve c^ 
Da nun c^' mit der Hauptcurve 20 Punkte gemein hat (91.), c] aber drei 
Punkte von s und sechs von c* enthält, so geht cl durch eilf Punkte von 
c"^ und liegt auf jeder Kernfläche, welche zwei beliebige Punkte von cl 
verbindet. Jede durch eine cl gehende Fläche zweiter Ordnung bildet (34.) 
mit jeder pjbene q) von s eine kubische Ordnungsfläche von \2^\. Sie 
schneidet die kubische Fläche K^ in cl und einer anderen kubischen Raum- 
curve cl (34c.), und die Raumcurve c* in sieben Punkten K von c?,, den 
Kernpunkten eines Bündels I64.2I von I643I, welcher die auf den Ebenenbüschel 
8 reducirte 1*4 1 enthält (64a.). 

102a. Die Mannigfaltigkeiten \2:^\ und \s^^-i\ sind speciell und von 
35 Parametern abhängig, wenn die Räume von j^*', durch einen Punkt D 
homologe Strahlen senden, oder wenn alle \e4\ eines Büschels von 1^4 3 1 in 
concentrische Ebenenbündel D ausarten. Alle Kernflächen K* und 00^ sin- 
gulare Räume von l-^'^j haben in diesem Falle D zum Doppelpunkte (34a.), 
alle Kerncurven c^ gehen durch Z>, und von der Hauptcurve c^" ist D ein 
dreifacher Punkt. Jene 00^ singulären Räume bilden in \2^\ einen Bündel, 
dessen Kerncurve in sechs durch D gehende Kernstrahlen zerfällt (646.); 
jeder der letzteren ist Axe eines zweifach singulären Raumes von \2:^\. 

13* 
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Die oo^ Kernfliächen fi"*, welche diese zerfallende Kerneurve mit c^" ver- 
binden, haben D zum dreifachen Punkte. 

1026. Die Mannigfaltigkeit l-S^I hängt von 35 Parametern ab, wenn 
einer ihrer Räume auf eine Ebene (p sich reducirt, oder wenn alle |€4| von 
jf4.3[ die Ebene (p entsprechend gemein haben. Die Kemflächen der oo^ 
Gebüsche von j-Z^j, in denen jener dreifach singulare Raum vorkommt, 
zerfallen (34c.) in (p und je eine kubische Fläche K^. Die oc^ Flächen 
K^ schneiden sich büschelweise in 3c* kubischen Kerncurven cf, (28 e.) und 
gehen alle durch eine Raumcurve Co sechster Ordnung. Die Hauptcurve 
c^" zerfällt in diese c[; und eine in (p liegende Curve c* vierter Ordnung, 
welche die sechs Schnittpunkte von cü und tp enthält. 

In I-Z4I giebt es 3c^ Büschel perspectiver Räume, von denen cp die 
CoUineationsebene ist. Dem entsprechend gemeinsamen EbenenbUndel von 
irgend zwei dieser perspectiven Räume entsprechen in den übrigen Räumen 
von 1^4! die Bündel eines linearen Complexes iSj!, nicht aber diejenigen 
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S4I, und cf; ist die Kerneurve von jSai. Die ^*' Kerncurven von ''2^\ 
haben je sechs Punkte mit (p bezw. c* und je 14 Punkte mit cj; gemein 
(91.); sie können mit c[; durch kubische Flächen K^ verbunden werden. 

102c. Die -2*4: hängt von 31 Parametern ab, wenn ihre Räume eine 
Ebene e entsprechend gemein haben, oder wenn eine \e^\ von 1^4,3; auf die 
Ebene s sich reducirt. Die oc* Kernflächen zerfallen dann (34c.) in e und 
je eine kubische Fläche K^^ die 3c^' Kerncurven aber in je zwei kubische 
Curven c] und cl^ von denen c\ in s liegt. Die kubischen Flächen K^ und 
Raumcurven cl enthalten die Doppelpunkte von je 00^ bezw. 00^ singulären 
Räumen, die einen Bündel bezw. Büschel von \^^\ ausmachen (102.). Die 
x>^ singulären Räume von 1-2*41 bilden demzufolge ein Gebüsch j-S'ji; auch 
giebt es nicht oc* sondern nur oc^ Flächen ff', und nicht oc^ sondern nur 
xi* Curven c?z. Die nc^ kubischen Flächen K^ schneiden sich büschelweise 
in den 00* kubischen Raumcurven cl und gehen alle durch eine Raumcurve 
c'i sechster Ordnung. Auf C2 reducirt sich, abgesehen von e^ die Hauptcurve 
c"'; die cl haben mit c5 je acht Punkte gemein (23.). 

102 rf. Von 34 Parametern hängen 1^4] und !€43| ab, wenn die Räume 
eines Büschels von -2*41 in coaxiale Ebenenbüschel / ausarten, oder wenn 
alle ■€^\ von [£4,3! eine Gerade / entsprechend gemein haben. Die cc* Kern- 
flächen Ä"* gehen dann (34.) alle durch /^ und 00^ derselben haben / zur 
Doppelpunktsgeraden (34 d.) und mit den Ebenen von / noch je einen 
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Kegelschnitt gemein. Von den oo^ Kerncurveu c^ zerfallen oo* in / und 
liaumcurven ftlnfter Ordnung, welche auf je einer Fläche zweiter Ordnung 
liegen (28rf.)i ^^d oc^ von ihnen bestehen aus je einer kubischen Raum- 
curve und der dreifachen Geraden / (28/1). Die Hauptcurve c^" zerfällt in 
/ und eine Raumcurve neunter Ordnung, welche sechs Punkte mit / gemein hat. 
102 e. Die 1-2*4 1 ist von 31 Parametern abhängig, wenn ihre Räume 
einen Punkt P entsprechend gemein haben, oder mit anderen Worten, wenn 
die «4 eines Bündels kdJ von €.J in concentrische Ebenenbündel P aus- 



'4,3 



arten. In diesem Falle haben oo^ singulare Räume von \2^\ den Punkt P 
zum Doppelpunkt; dieselben bilden ein .,singuläres" Gebüsch j-^jl,,, und 
jeder Raumbüschel von |-2'4l enthält einen von ihnen. Die oc^* Kerncurven 
c^' haben P zum dreifachen Punkte (28a.) und werden aus ihm durch ku- 



bische Kegel projicirt; die oo^ Kerncurven des singulären Gebüsches 
jedoch zerfallen (646.) in je sechs durch P gehende Kernstrahlen k, von 
denen jeder die Axe eines zweifach singulären Raumes von |-5'4| ist. Der 
Ort dieser Kemstrahlen ist ein Kegel vierter Ordnung, die Kernfiäche Ä,t 
des singulären Gebüsches l-S'jj,,. Die übrigen oo* Kernflächen Ä"* von 1-2*4 
schneiden diesen „Kernkegel" in c^*' und je sechs Kernstrahlen k und haben 
P zum dreifachen Punkte. Die Hauptcurve c^'' hat P zum sechsfachen 
Punkte und wird aus P durch den Kernkegel /f,l projicirt. 

102 f. Die Mannigfaltigkeit 1-241 hängt i. A. von 34 Parametern ab, 
wenn ihre oc* Räume nach jedem Punkte einer Geraden w homologe Ebenen 
schicken, wenn also die Punktreihe ir zu oc* homologen kubischen Ebenen- 
büächeln der Räume perspective Lage hat. Alle Kernflächen K* gehen 
dann durch tr, und die Hauptcurve c^*' zerfällt in w und eine Raumcurve 
a^ neunter Ordnung. Die Punkte von w sind Doppelpunkte von je oo^ sin- 
gulären Räumen der I-Sij. Die Kerncurve c^ eines Raumbündels, welcher 
drei dieser singulären Räume verbindet, hat w zur Doppelsehne und wird 
von einer durch w gelegten Pibene y in nur drei ausserhalb w gelegenen 
Punkten geschnitten. Zwei durch c^ gehende Kernflächen von \2^\ aber 
haben mit q) ausser w noch zwei kubische Curven gemein, von deren neun 
Schnittpunkten drei auf c" und nur sechs auf c^ liegen. Die übrigen drei 
Schnittpunkte von c* und cp müssen auf tc liegen; w ist also eine Doppel- 
sehne der Raumcurve c\ 

102g. Von 28 Parametern hängen 1-2*41 und '«4.3I ab, wenn die Räume 
von }^4| eine Gerade / entsprechend gemein haben, oder wenn die Mannig- 
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faltigkeiten eines |f4|- Büschels von 1^43} auf den EbenenbUschel / sich redu- 
ciren. Die oc^' Kerncurven c^ zerfallen dann in die Gerade / und oc^' Raum- 
curven fünfter Ordnung, welche mit / je vier Punkte gemein haben (286.); 
die 00* Kernflächen haben / zur Doppelpunktsgeraden (34rf.). Die Haupt- 
curve c^'^ besteht demnach aus der dreifachen Geraden / und einer Raum- 
curve & siebenter Ordnung, welche mit / vier Punkte gemein hat (vgl. 102.). 
Durch / und c' gehen oc* kubische Flächen Ä^^; jede derselben bildet mit 
jeder Ebene von / eine Kernfläche von j-T^j und enthält die Doppelpunkte 
von 00^ singulären Räumen, die einen Raumbündel von j-S^i ausmachen (102.). 



VI. 

Fast alle bisherigen Ergebnisse unserer Untersuchung verdanken 
wir der synthetischen Methode. Sie wies unserer Forschung überall die 
gangbarsten Wege, lediglich mit ihrer Hülfe haben wir die projectiven 
Grundgebihle zu unendlichen linearen Mannigfaltigkeiten zusammengefasst 
und letztere stufenweise aufgebaut, sie schuf uns für die Geometrie dieser 
Mannigfaltigkeiten eine sichere Grundlage. Für die räumliche Anschauung 
ist die synthetische Methode unbestritten die beste Stütze; von ihr geleitet 
erkennen wir den inneren Zusammenhang der Raumgebilde und ihrer Er- 
zeugnisse am deutlichsten und klarsten. 

Ganz andere Vorzüge bietet die analytische Methode, indem sie un- 
zählige und sehr verschiedenartige Raumgebilde durch Formeln darstellt 
und der Rechnung unterwirft. Insbesondere giebt sie über gewisse, für 
diese Gebilde wichtige Zahlen, z. B. über die Anzahl der sie bestimmen- 
den Elemente, über Ordnung und Klasse von Curven, Flächen und anderen 
Gebilden, viel leichter Aufschluss als die synthetische Methode. Man denke 
nur an die Anzahl der Punkte, durch welche eine Fläche »ter Ordnung 
bestimmt ist; wie leicht, ergiebt sich diese Zahl analytisch durch Abzählen 
der Coefficienten einer Gleichung, während sie rein synthetisch für Flächen 
zweiter Ordnung nicht ohne Schwierigkeit, für kubische und höhere Flächen 
aber bislang überhaupt nicht ermittelt werden konnte. 

Auch bei unseren linearen Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde 
und bei deren Erzeugnissen konnten und können wir die Analysis nicht 
entbehren, wenn es sich um Anzahlen handelt. Wir werden nun in diesem 
letzten Theile unserer Untersuchungen zunächst noch die Mannigfaltigkeit 
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5i synthetisch behandeln, sodann aber die höheren linearen Mannigfaltig- 
keiten |-2'„| collinearer Räume und die bemerkenswertheren, von ihnen abhän- 
gigen oder sie bestimmenden Gebilde analytisch darstellen und die für sie 
wichtigsten Zahlen berechnen. Die analytische Theorie der |-2'„| wird uns zu 
merkwürdigen, bisher wenig beachteten Systemen algebraischer Gleichungen 
fuhren, die auch an sich wohl der Erörterung werth sind, zumal da sie 
auch anderweitig auftreten*). Im Verlaufe der Rechnung wird sich er- 
geben, dass die Mannigfaltigkeiten 1-5*^1 und |-2\4_„| in dualem Gegensatze zu 
einander stehen, indem die von ihnen abhängenden bezw. von ihnen er- 
zeugten oder sie bestimmenden Raumcurven und räumlichen Ebenenbüschel, 
Flächen oder Strahlengebilde zu einander reciprok sind. Uebrigens hängen 
\2„\ und |-2'i4_„j auch von gleichviel Parametern ab. 

Von den höheren Mannigfaltigkeiten |^^| besprechen wir schliesslich 
nur noch die l-S^J ausführlicher; bei den übrigen beschränken wir uns der 
Kürze halber auf eine Uebersicht ihrer wichtigeren, aus dem Vorhergehen- 
den sich ergebenden Eigenschaften. 

§ 17. 

Die lineare Mannigfaltigkeit \2!-^\ von (X^ collinearen Räumen und das lA^I-Gebüsch |f5,3|. 

103. Eine lineare Mannigfaltigkeit l-S'sl besteht aus oo^ collinearen 
Räumen und ist durch beliebige sechs derselben bestimmt; sie enthält (36.) 
3c^ Raumbüschel \^,l oc^ Bündel |-2:,|, ^« Gebüsche \:£,\ und c^o' lineare 
Mannigfaltigkeiten |^4J nebst deren oo® Haupttetraedern, x>^ Kerncurven 
c'\ cc** Kernflächen Ä* und oc^ Hauptcurven c^". Auf \^s\ niht ein Gebüsch 
1^531 von 30^ collinearen Mannigfaltigkeiten l^s], die aus je oc^ homologen 
Ebenen der Räume von \^s\ bestehen. Die |^4| von 1-2*51 haben zu zweien, 
dreien, vieren oder fUnfen i. A. ein Gebüsch, einen Bündel, einen Büschel 
bezw. einen Raum gemein (35.). 

Die Mannigfaltigkeiten \2^\ und |f5 3| hängen i. A. von 45 Para- 
metern ab. 

104. Je zwei der oc^ Hauptcurven c^" zehnter Ordnung von l-T^I 
können durch eine Fläche vierter Ordnung verbunden werden, nämlich 
durch die Kernfläche K* des Raumgebüsches, in welchem die zugehörigen 

*) Vgl. die Abhandlung von Herrn W, Stahl über die Fundamental-Involutionen auf 
rationalen Curven in Bd. 104 und meine Arbeit über lineare Systeme und Gewebe von 
Flächen zweiten Grades in Bd. 82 dieses Journals. 
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beiden \^^\ von 1-2*51 sich durchdringen. Durch jede Hauptcurve c^" gehen 
oo* Kernflächen K* (89.), und auf jeder Kernfläche liegen oo^ Hauptcurven. 
Durch jede Kerncurve c*' von I-Tsj gehen cx>^ Kernflächen K*, die sich 
büschelweise in cx>^ Hauptcurven c^° schneiden (vgl. 90.); denn in j-^jj 
gehen (36.) durch jeden Kaumbündel oo^ Gebüsche l-^aj und Mannigfaltig- 
keiten 1-2*41, letztere aber enthalten je oo^ jener Gebüsche. 

Drei beliebige Hauptcurven c^*' liegen paarweise auf drei Kernflächeii, 
die eine Raumcurve sechster Ordnung gemein haben, nämlich die Kern- 
curve c^ des Raumbündels, in welchem die zugehörigen drei I-Sil von \2^\ 
sich durchdringen. Jede der drei c^'* hat zwanzig Punkte mit c^ gemein 
(91.); durch ihre übrigen 20 Schnittpunkte H mit der Kernfläche K*, welche 
die anderen beiden c^" verbindet, gehen die drei und überhaupt alle Haupt- 
curven c^". In jedem dieser 20 Punkte H schneiden sich homologe Ebenen 
aller Räume von \2^\. 

In sechs collinearen Räumen giebt es demnach i. A. 20 Gruppen ho- 
mologer Ebenen, die durch je einen Punkt gehen. 

105. Die sich stützenden Mannigfaltigkeiten j-^^l und I653I haben 
i. A. zwanzig y,Hauptpnnkte^^ Hy durch welche alle ihre Hauptcurven c^" 
und Kernflächen K* gehen (104.). In jedem Hauptpunkte H schneiden sich 
00^ homologe Ebenen der Räume von I-25I; auf die 20 Ebenenbündel H 
reduciren sich folglich zwanzig singulare Ifs] von \e^^^\. Die 20 Punkte H 
können mit jeder Kerncurve c*' von l-^s] durch oc'^ Kernflächen verbunden 
werden (104.). Es giebt 00* singulare Räume in I-Tgl, und zwar ist ein 
beliebiger Punkt von oc\ jeder Hauptpunkt H aber von* 00^ dieser Räume 
der Doppelpunkt. Der Bündel singulärer Räume von l-^sl, deren Doppel- 
punkt ein Hauptpunkt H ist, ruht auf einem Complexe IS3I concentrischer 
Bündel, und seine Kerncurve zerfällt (646.) in sechs durch Ä^ gehende Kern- 
strahlen k; sechs seiner Räume sind zweifach singulär und haben die sechs 
Strahlen k zu Axen. Die sechs k können mit den übrigen 19 Hauptpunkten 
H durch oc^ Kernflächen verbunden werden; diese aber und die ^^ Haupt- 
curven c^^\ in denen sie sich büschelweise schneiden (104.), haben H zum 
dreifachen Punkte. 

Die Verbindungslinie zweier Hauptpunkte H^, H, ist entsprechend 
gemeinsamer Strahl der 00^ Räume eines speciellen Gebüsches \2-^\ von 
\2^\ und folglich (34 rf.) Doppelpunktsgerade einer speciellen Kenifläche Ä"*, 
die auch durch die 18 übrigen Hauptpunkte geht. Denn der specielle 
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Ifsl-Büschel von I653I, welcher die beiden, auf die Bündel H^ und H2 redu- 
cirten [fsj enthält, ruht auf einer \n^l deren 00* Ebenenbüschel durch H^ 
und Hi homologe Ebenen schicken, und von welcher oc^ Büschel die Ge- 
rade Ä1Ä2 zur Axe haben (486.)? bliese coaxialen Büschel aber entsprechen 
einander in 00^ Räumen von 1-2*51, welche die Gerade HiHi entsprechend 
gemein haben und jenes specielle Gebüsch IJS^] bilden. — In j-^j] sind die 
00^ singulären Räume von \2^\ enthalten, deren Doppelpunkte mit H^ und 
H2 in der Geraden liegen. 

106. Fünf Räume von \2^\ bestimmen i. A. eine I-Sij und deren 
Hauptcurve c^"; und zwar liegt c^" auf den Kemflächen von je vier der 
fünf Räume und geht durch die 20 Hauptpunkte H sowie durch jeden 
Punkt, welcher etwa von zwei der fünf Räume ein Doppelpunkt ist. Zwei 
beliebige Punkte A, B können deshalb mit den 20 H durch 00^ Hauptcurven 
c^" verbunden werden; letztere liegen auf einer Kernfläche IC, welche A 
und B zu Doppelpunkten hat (34 a.). Jede dieser c^" kann mit vier belie- 
bigen Punkten durch eine Kernfläche verbunden werden (90.); überhaupt 
aber gehen durch sechs Punkte i. A. oc^ Kernflächen von l-S^I. Geht durch 
den Punkt A die Axe eines zweifach singulären Raumes von jX^I, so hat 
dieselbe mit den 00^ durch A gehenden Hauptcurven je vier Punkte ge- 
mein (95.). 

In l-S'sl giebt es 00^ zweifach singulare Räume, deren Axen wir die 
„Axen von |-Z*5|" nennen; jede |-2'4| von \^s\ enthält i. A. zwanzig von ihnen 
(95.). Der Ort der Axen a von \JS^\ ist eine Fläche [zwanzigsten Grades], 
welche (105.) die 20 Hauptpunkte zu sechsfachen Punkten hat; ausser diesen 
20 H hat sie mit den Hauptcurven c^" noch je 80 Punkte gemein, die zu 
vieren auf 20 Axen a liegen (95.). Die cx>' Axen a können zu vieren mit 
den 20 Hauptpunkten durch Kernflächen K* verbunden werden; zu fUnfen 
bestimmen sie je eine Hauptcurve c^" als deren Quadrisecanten. 

107. Eine beliebige l^sl von \e^j\ enthält die Ebenen des Raumes 
je 00^ mal. Die oc^ Räume von 1-2*51, denen in l^sl irgend eine Ebene e 
entspricht, bilden einen RaumbUndel, dessen Kerncurve in zwei kubische 
Curven cj und cl zerfällt (28c.); und zwar liegt c] in €, während cl eine 
Raumcurve ist. Dreht sich e um eine ihrer Geraden «, so beschreibt der 
Raumbündel ein specielles Gebüsch, und c\ dessen durch s und c] gehende 
Kemfläche Ä*; die kubische Raumcurve cl aber ändert sich nicht (34.), 
sondern bildet mit den oc^ kubischen Schnittcurven von K*, deren Ebenen 
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durch 8 gehen, je eine Kerncurve c*^. Ueberhaupt ist c-^ Bestandtheil von 
-xj^ Kemcurven, und mit den 20 Hauptpunkten H auf oc* Kernflächen von 
I-ZjI gelegen; mit jeder Geraden s des Raumes kann c?^ durch eine dieser 
Kernflächen verbunden werden. Die Punkte von c^ sind Doppelpunkte von 
oo* singulären Räumen der \JS^\] diese Räume bilden einen Büschel, weil 
cc^ Raumbllndel von \2:^\ in ihnen sich durchdringen. 

Jeder nicht ausgearteten j^sj von [fsj! entspricht hiernach ein Büschel 
singulärer Räume von j-TsI und zugleich eine kubische Raumcurve ci als 
Ort der Doppelpunkte dieser Räume. Je drei Räume von 1-5*51, welchen 
in Ifsl eine beliebige Ebene e entspricht, bestimmen i. A. einen RanmbUndel, 
welcher den Büschel singulärer Räume enthält, und von dessen Kerncurve 
die cl einen Bestandtheil bildet. Weil je zwei RaumbUschel von I-Tj] in 
einem Gebüsche liegen, so können die oo^ kubischen Raumcurven c^ paar- 
weise durch Kernflächen verbunden werden. 

108. Ist \€i\ eine der 20 ausgearteten oder singulären Mannigfaltig- 
keiten von l^sal, so enthält sie die Ebenen eines Hauptpunktes H je oo^ mal 
(105.). Die oo^ Räume von j-S^I, denen alsdann eine beliebige Ebene b von \e^\ 
oder H entspricht, bilden ein Gebüsch, dessen Kernfläche in e und eine 
kubische Fläche K^ zerfällt (34 c.). Ihre oc^ Kemcurven zerfallen in je 
zwei kubische Curven c\ und c^, und zwar liegen die c] in «, während die 
c] ein Netz kubischer Raumcurven auf K^ bilden (34c.). Die kubische 
Fläche K^ ändert sich nicht, wenn e rxin H sich dreht (vgl. 102.); sie bil- 
det mit jeder Ebene des Hauptpunktes H eine Kernfläche von I-Sj], geht 
durch die übrigen 19 Hauptpunkte (105.) und enthält die Doppelpunkte 
von oG^ singulären Räumen, die einen Raumbündel von \2:^\ ausmachen. 
Die Strahlen s von H bilden zerfallende Hauptcurven mit je einer auf K^ 
liegenden Raumcurve c* neunter Ordnung (102.); jede dieser c^ geht durch 
die übrigen 19 Hauptpunkte und (102.) durch die drei Schnittpunkte von 
IP mit der zugehörigen Geraden s. Jedem der 20 Hauptpunkte H entspricht 
hiernach eine, die 19 übrigen verbindende, kubische Fläche K^, sowie ein 
Bündel singulärer Räume von l^sj, von deren Doppelpunkten IP der Ort ist. 

Die c»* Büschel |f5,i( von 1^5,3 1 haben (46.) je eine Hauptfläche ^ 
zweiter Klasse, und zu den oc^ Bündeln [«s^l von l^sal gehört (67.) je ein 
kubischer Strahlencomplex l^aj, welcher, wie leicht einzusehen ist, die 00^ 
Axen von jJSil enthält. Doch ist über die gegenseitigen Beziehungen dieser 
ex;* Hauptflächen und oc^ Complexe Näheres nicht bekannt. 
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109. Die Mannigfaltigkeiten [JS^l und [fssl sind speciell und von 
39 Parametern abhängig, wenn eine l^sl von l^sa] in einen Ebenenbüschel $ 
ausartet, oder die oo^ Räume von \2^s\ durch eine Gerade s homologe Ebenen 
schicken. Jede Hauptcurve c"^ zerfällt alsdann (102.) in s und eine Raum- 
curve c^ neunter Ordnung; die oc^ Curven c^ aber haben mit s je drei 
Punkte gemein und liegen auf je einer kubischen Fläche K^, die mit jeder 
Ebene von s eine Kernfläche von 1-2*51 bildet, üebrigens giebt es nicht 
cc*, sondern nur oc^ solche kubische Flächen K^, indem dieselben je oo^ 
Hauptcurven (P enthalten. Denn jede K^ ist (102.) der Ort der Doppel- 
punkte von oo^ singulären Räumen, die einen Raumbündel von \JSs\ aus- 
machen; durch diesen Bündel aber gehen o6^ Mannigfaltigkeiten 1-2*41 von 
1-2*51, deren Hauptcurven c^ alle auf K^ liegen. 

Die oo* Räume von I-Tgl, welche eine beliebige Ebene e von s ent- 
sprechend gemein haben, bilden (102c.) eine specielle 1-2*41, deren Kern- 
flächen in e und je eine kubische Fläche K^ zerfallen, und deren Haupt- 
curve sich, abgesehen von e^ auf eine Raumcurve c^ sechster Ordnung 
reducirt. Die kubischen Flächen K^ gehen alle durch cf und schneiden 
sich büschelweise in oo* kubischen Raumcurven cl] sie sind mit den vorhin 
gefundenen identisch, bleiben also nebst c^ ungeändert, wenn die Ebene e 
um 8 sich dreht. Die oo^ singulären Räume der speciellen j-Si] bilden ein 

Gebüsch (102c.). Letzteres hat mit jeder anderen |-24| von I-25I einen 

• 

Bündel singulärer Räume gemein, und Ca liegt folglich mit jeder Haupt- 
curve c^ auf einer der kubischen Flächen K^. 

Diese K^ wird von einer beliebigen Kernfläche der zu c^ gehörigen 
|-2*4| in c^ und einer kubischen Raumcurve c^ geschnitten; c5 aber hat mit 
derselben Kernfläche i. A. 24 Punkte gemein. Acht dieser Punkte liegen 
(102c.) auf c^; die übrigen sechzehn aber sind Schnittpunkte von d^ und c^^ und 
Hauptpunkte von \^^\. Ausser den Punkten der Geraden s hat also diese spe- 
cielle I-Tsl i. A. sechzehn Hauptpunkte Ä, durch welche homologe Ebenen ihrer 
00* Räume, die Curve c^i und alle Hauptcurven c^ und Kernflächen K* gehen. 

109a. Andere Specialfälle von I-25I, auf die wir nicht näher ein- 
gehen, treten ein, wenn von den 20 Hauptpunkten vier in einer Ebene oder 
drei in einer Geraden liegen, wenn die Räume von I-25I einen Punkt, eine 
Gerade oder eine Ebene entsprechend gemein haben, wenn sie nach einem 
Punkte oder in eine Ebene homologe Strahlen senden, wenn einer von 
ihnen sich auf eine Ebene reducirt, u. s. w. 

14* 
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§ 18. 

Analytisches über die linearen Mannigfaltigkeiten \2.n\ collinearer Räume. 

110. Wir bezeichnen mit x^ l, /li^ v, p^ t willkürliche Parameter 
und mit a, /?, «., /?,, y,^ d^ lineare Functionen der Panktcoordinaten a?, y, 
Zy setzen also: 



(1.) 



ßi = 6,H + 6i,a?+ 62.^ + 63^2, /? = K+b^x + b^y+b^Zy 
Yi =■ c,H+CuX+c,iy+C2iZy 
<^i = doi+duX+d2iy+d^iZ. 

Dann repräsentiren die Gleichungen: 

«.+^/5,+/^y,+»'^, = 0, worin i = 0, 1, 2, . . . «^ 

n+1 coUineare Räume, zugleich aber, wenn den Parametern k, ju, v be- 
stimmte Werthe beigelegt werden, »-|-1 homologe Ebenen dieser Räume. 
Durch die »+1 collinearen Räume ist eine lineare Mannigfaltigkeit \2:^\ 
von oc* collinearen Räumen bestimmt, welche durch die Gleichung: 

(2.) i^.(«,+V^,+.i^/.+vcy.) = 

dargestellt wird; und zwar repräsentirt diese Gleichung einen beliebigen 
Raum von 1-5'„|, wenn den »+1 Parametern ;f(j, ;?!, ... y,^ oder vielmehr 
deren n Verhältnissen bestimmte Werthe beigelegt werden. 

Eine Mannigfaltigkeit |f„| von oc** homologen Ebenen der Räume 
von 1-2^1 wird durch (2.) dargestellt, wenn man den Parametern Ä, //, v 
bestimmte Werthe ertheilt. Die trilineare Gleichung (2.) repräsentirt also 
ausser \2:J[ auch das auf \2^\ ruhende |6„| -Gebüsch jf^jj, und insbesondere 
für » = 1, 2 oder 3 einen linearen Büschelcomplex |w3|, einen Bündelcom- 
plex IS3I bezw. ein Raumgebüsch ITjI. 

111. Die Ebenen -2*;f,«.+i-Z;f^/?,-[-,aJS';fiy^4-v-2';f.(^, = eines Raumes 
(;fo?^M •••? ^«) von 1-5'„| gehen alle durch einen Punkt, und dieser Raum artet 
aus in einen Bündel, wenn die vier Ebenen: 

(3.) 1 y,oi, = 0, 2:x,ß, = 0, Sx.y, = 0, 2yJ, = 

in einem Punkte, dem Doppelpunkte des singulären Raumes, sich schneiden, 
wenn also die Determinante: 
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(4.) 



J = 



^XiO^n ^XiOii 2y.,au ^Xiaa 
^y-An -2"», 63,. 



^^As 



2xJ, 



«u ß» 7» K 

«i ßx yi <^i 



= 0, 



Null ist. Da J für die Parameter x^ vom vierten Grade ist, so bilden die 
einfach singulären Räume von |^„| eine biqnadratische Mannigfaltigkeit 
(11— l)ter Stufe. 

Ein Raumbüscbel 1-2*11 insbesondere enthält i. A. vier ausgeartete 
Räume. Die Doppelpunkte derselben sind die vier Hauptpunkte von \JS^l 
ihre Coordinaten genügen den vier Gleichungen (3.) sowie der dreifachen 
Gleichung : 

(5.) --'- = A. = J:o_ ^ A_ oder 

welche für « = 1 durch Eliminirung von ;fu und x^ aus (3.) sich ergiebt. 
Alle zweireihigen Determinanten der Matrix (5.) verschwinden für die Coordi- 
naten der vier Hauptpunkte. 

112. Ein Raumbündel j-S^I enthält 00^ singulare Räume, deren Doppel- 
punkte der aus (3.) folgenden Doppelgleichung: 

«.» ßi) Ti) ^n 

«1 ßi 7x ^x 

«2 ß^ r-2 ^2 

durch ihre Coordinaten genügen, d. h. alle in dieser Matrix enthaltenen drei- 
reihigen Determinanten zu Null machen. Nun folgt aber (6.) aus: 



(6.) 



= 



«(j ßi, Yi, 
«1 ßi Yx 
a., /?2 Yi 



= and 



«,) ß» <^i) 
«1 ß\ ^1 

«2 ßi (^2 



= 0, 



wenn nicht -^ = -^ = -J- ist. Der Ort der Doppelpunkte jener singulären 

Po Pi Pt 

Räume, die sogenannte Kerncurve & von j-S^j, ist demnach partieller Schnitt 
von zwei kubischen Flächen, die ausserdem eine kubische Raumcurve: 



= 



«t, «1 «2 

ß. ßi ß2 

gemein haben; sie ist von der sechsten Ordnung und wird durch die Doppel- 
gleichung (6.) dargestellt. 
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Ein Raumgebüsch l-S'jj enthält 06^ singulare Räume, deren Parameter 
der Gleichung J = genügen. Die Kernfläche K* von \2^\^ der Ort der 
Doppelpunkte dieser Räume, hat die biquadratische Gleichung: 



(7.) 



«j, Cfj «2 «3 



= 0, 



ß. Ä A Ä 

yo yi ^2 73 

|(^„ (Tl (^2 (^3 

welche für w = 3 durch Eliminirung von ;?,„ Xi^ x^^ x^ aus (3.) sich ergiebt. 
113. Eine |-Si| enthält 00^ singulare Räume. Ihre 00* biquadrati- 
schen Kernflächen K* durchdringen sich in der Hauptcurve c*", deren Doppel- 
gleichung die Form hat: 



(8.) 



Im. 



«1 



0^4 



= 0; 



'0 vj . . »^4 

denn die fünf Determinanten dieser Matrix verschwinden für fünf Kern- 
flächen von 1^4! und somit für alle gemeinsamen Punkte derselben. 
Da (8.) sich ergiebt aus: 



«(. 


«1 


«2 


«3! 




ff(l 


«, 


«2 


«4 


1 


ß« 


«i 


0^2 








ß. 

73 




y.. 








— 0, falls nicht 


/9a 
y<. 


A 
/i 


ß2 

y^ 


J.. 


«y. 


3, 


(J3 




<J., 


<J. 


(^2 


^. 




(?„ 


«Ji 


^^2 



= 



ist, so ist die Hauptcurve von der zehnten Ordnung als partieller Schnitt 
zweier Kernflächen vierter Ordnung, die noch eine Raumcurve c** sechster 
Ordnung gemein haben (vgl. 112.). 

Eine 1-2*51 enthält x* singulare Räume; ihre 00^ Hauptcurven c^^^ und 
00** Kernflächen K* schneiden sich in den Hauptpunkten H^ deren Coordinaten 
der dreifachen Gleichung: 



a 







a, 



(9.) 



= 



. . . Cfj 

ßi^ ßl ' ' ' ßs 
^) ?^ . • . /5 

IcT,, Jj . . . (^5 
genügen, nämlich alle vierreihigen Determinanten dieser Matrix zu Null 
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machen. Nun folgt aber (9.) ans der Doppelgleicliung (8.) und der Gleichung: 



«„ a, «2 «5 

ßi, ßx A ßs 

y« /i ^ P's 

J„ J, ^2 Js 



= 0, 



falls nicht: 



O.) 


«1 


«j 




M. 


A 


A 




r» 


yi 


^ 


1 

1 


<J., 


3. 


J, 


1 
1 



«ü aj «3 a4 

A. ßi ß. ß* 

r» ri y» r* 

Su (Ji (J, (^4 



= 



wird, ohne dass die Determinanten der Matrix 



verschwinden. 



ßo Yo *o 

Ä yi *i 

Die dreifache Gleichung (9.) hat deshalb im Allgemeinen 10.4--(6.4— 4) 
= 40—20 = 20 Lösungen, und [-2*51 hat i.A. zwanzig Hauptpunkte H. 

114. Von der Mannigfaltigkeit j-S'^l ist ein Raum zweifach singulär, 
d. h. seine Ebenen (Ä, fiy v) gehen alle durch eine Gerade und bilden einen 
Büschel, wenn die vier Ebenen (3.): 

ix,«, = 0, 2x,ß,^0, -2'^.r^ = 0, JS';f,J, = 

{) 

in eii^er Geraden sich schneiden und demgemäss alle ersten Minoren der 
Determinante d verschwinden ; er reducirt sich auf eine Ebene und ist drei- 
fach singulär, wenn alle zweiten Minoren von d Null sind. Hieraus können 
wir folgern, dass eine j-S^j i. A. zwanzig zweifach, eine |-S)| aber i. A. 
zwanzig dreifach singulare Räume enthält. 
Setzen wir nämlich zur Abkürzung: 





II 


,au.= 




x.a,. 


-A, 


. . 


•? 


ZXfdyi = Di , 


and somit: 






















A 


A, 


A, 


A, 










J - 




Br 


B, 


B, 

c. 


• 



Dass alle ersten Minoren von J verschwinden, folgt dann aus den vier 
kubischen Gleichungen : 
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(«•) 



A„ 


A, 


A-, 




B„ 


B, 


B, 


— ■ 


Q, 


Cr 


c. 





Ä, 


Ar 


A, 




B„ 


Br 


B, 





Q, 


Cr 


Ca 





A„ 


Ar 


A, 




B„ 


Br 


B, 


= 


D„ 


Dr 


D, 





Ax) A-i Ai 
C„ C2 C3 

/>.. Dz D, 



falls nicht entweder: 



(/?.) 



ist, oder: 



(/•) 



A[) Ai At Ai 

Bi) Bi Bi F3 



An Ai Ai A^ 

Cy Cj C2 C3 



oder: 



(j.) 



-^0 ^0 MJ Du 
Ar Br Cr /), 



. I 



oder: 



(*■) 



oder endlich: 



Ai) iJa t/,) //„ 

A, B, C, D, 



Ai\ Ao A^ 

Co C2 C3 

D„ Do Z)j 

-/4(i ^1 A'i 

F(, fi, ^2 

/>(, D, D, 

Ai) Ai A^ 

C,j iyy C3 

Do />, D, 

Ai) Ai Ai 

Bi) Bi B3 

Ml f^i Qj 



=0 



=0, 



=0, 



=0, 



(</•) 



Ao 


Ar 


Ar. 

1 




B„ 


Br 


B, 


= 


Q, 


Cr 







Ai) A2 Ai 

M) f^2 f^3 

Dm A D, 



= 0. 



= 0, 



Denn unter diesen Voraussetzungen folgt aus den ersten drei Gleichungen (a.) 



Ai\ A\ A'i 

Bi) Bi Bi 

C(j C 1 Ci 



A-^ . 

B,\ 
C,\ 



= nnd 



-^1) Dn t-o Z^o 

^. ß, C, Dr 

Ao B, C. Di 

*" *• * Arn 



= 0; 



aus diesen Gleichungen und der vierten Gleichung (a.) aber ergiebt sich, 
dass auch alle übrigen ersten Minoren von J^ in denen D^ vorkommt, ver- 
schwinden. 

Nun haben aber die vier kubischen Gleichungen (a.) zusammen 81 
Lösungen (;?,„ ^1, ... ^4). Die Gleichungen (/?.) haben 4.3 = 12 Lösungen, 
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= 0, 



und ebenso die Gleichungen (y.)? (^0 ^^d (f.)? ^^^^ ^^* ^^^ Gesammtzahl 
der Lösungen von (/?.), (y.), (J.) und (e.) nicht 48, sondern nur 46, weil 
(ß.) und (y.) die Lösung der vier linearen Gleichungen: 

mit einander gemein haben, (J.) und (f.) aber diejenige der Gleichungen: 

Aq = 5() = Co = /)(, = 0. 
Die Gleichungen (y.) haben 15 Lösungen; denn die dreifache Gleichung: 

A{) Ai A2 

Bo Bi B2 

welche bedeutet, dass alle fünf zweireihigen Determinanten dieser Matrix 
verschwinden, folgt aus den Gleichungen: 

A 

= 0, 

falls nicht ^„ = ^^ = ^2 = ist, und ist deshalb vom fünften Grade. 

Die ersten Minoren der Determinante J verschwinden demnach i. A. 
für 81—46—15 = 20 Werthensysteme der Parameter x^, x^^ ... x^] jedem 
dieser Werthensysteme aber entspricht ein zweifach singulärer Raum von I-Sil. 

115. Den Nachweis, dass eine |^9| i. A. zwanzig dreifach singulare 
Bäume enthält, wollen wir auf andere Art ftthren. Wenn von einer \2^\ 
ein Raum auf die Ebene a = oder aii+a^x+Ozy+aiZ ^ sich reducirt, 
so fallen seine vier Ebenen (3.) mit dieser Ebene zusammen, und die Glei- 
chungen : 

n 

werden in Bezug auf x, y, z identisch. Daraus folgt: 



A„ 


A, 


A, 




A, 


A, 


Bo 


B, 


B, 




Q, 


c. 



gJSXiOoi 

Q^XiOu 
Q^XiOii 
Q2x,Chi 



QxJSXibu = 



= QyJSXidiü = Oo, 



= a 



n 



= «27 



Eliminiren wir, wenn n<C.12 ist, aus diesen 16 Gleichungen die n+1 Para- 
meter ;foi ^1' ••• ^n nebst — , — , — und — , so ergeben sich für die 
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Heye, Hneare Mannigfaltigkeiten projectiver Grundgebilde. 



Coordinateu a,„ ai, Oa, «b der Ebene a = die Gleichungen: 

«Uü «10 «20 «30 6u) • • ^30 Cüü • ' Cjo rf(X) 



(10.) 



►30 



"(n 


«n 


«21 


«31 




»Ol 


• 


• 


»31 

% 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


• 


m 


Ou» 


Ol, 


(hn 


(hn 


ft*.. 


m 


• 


6i, 


Am 


• 


• 


Cin 


d;^ 


• 


• 


• • 

rf3. 


Oü 


Ol 


«2 


Oj 


















































Ol) 


»1 


«2 


Oj 


















































Oo 


Ol 


(h 


Oi 


















































fl<i 


Ol 


<h 


Oi 



= 0, 



(11.) 



U-n 



14-n 



'14-n 



= 0, 



d. h. alle (i»+5)-reihigen Determinanten in dieser Matrix sind Null. 

Die Formel (10.) hat auch, wenn «^12 ist, für 1-2"^! Bedeutung; 
sie drückt in diesen Fällen aus, dass alle 16 -reihigen Determinanten der 
Matrix verschwinden. Sie ändert sich nicht wesentlich, wenn die Spalten 
der Matrix mit beliebigen Faetoren multiplicirt und sodann zu den Elementen 
einer Spalte die entsprechenden Elemente anderer Spalten addirt werden. 
Bei geeigneter Wahl der Faetoren können auf diese Weise mit Hülfe vou 
n+l Spalten in jeder der 15—« übrigen die n+l ersten Elemente zu Null 
gemacht werden. Die Formel (10.) geht dadurch über in: 

ß„ Bx ... B 

C/|) \^i ... 

1/(1 U^ . • . i/i4— n 

worin A^, Bi, C^, D^ Linearformen der Ebenencoordinaten o»,, a^, Oz, 03 be- 
zeichnen. 

116. Für n=ll enthält die Matrix (11.) nur eine vierreihige Deter- 
minante von derselben Form wie (7.). Eine 1-2*111 enthält demnach 00^ drei- 
fach singulare Räume; dieselben reduciren sich auf die Berührungsebenen 
einer Fläche vierter Klasse, welche der Kemfläche vierter Ordnung eines 
liaumgebUsches \2!i\ reciprok ist. 

Ist «=10, so enthält die Matrix (11.) fünf Spalten und fünf vier- 
zeilige Determinanten, und hat dieselbe Foim wie (8.). Wie die Doppel- 
gleichung (8.) eine Raumcurve zehnter Ordnung darstellt, so repräsentirt 
(11.) und ebenso (10.) einen Ebenenbüschel zehnter Ordnung für « = 10. 
Die dreifach singulären Räume einer | -2*101 reduciren sich demnach i. A. auf 
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die Ebenen eines Büschels zehnter Ordnung, welcher der Hauptcurve zehnter 
Ordnung einer |^4| reciprok ist. 

Für « = 9 wird (11.) eine dreifache Gleichung von der Form (9.) 
und hat wie (9.) zwanzig Lösungen, denen 20 Ebenen (oy, Ou (h^ Ö3) ent- 
sprechen. Eine \2g\ enthält demnach, wie vorhin (115.) behauptet wurde, 
i. A. zwanzig dreifach singulare Räume; die 20 Ebenen, auf welche diese 
Räume sich reduciren, sind den 20 Hauptpunkten einer \^s reciprok. 



117. Eine 



'12 



11 



von 



'12 



enthält oc^ dreifach singulare Räume; jede 
enthält deren 00^, und zwar ist der Ort der Ebenen, auf welche 
je einer dieser Räume sich reducirt, eine Fläche ^* vierter Klasse (116.). 
Für « = 12 repräsentirt die Doppelgleichung (10.) verschiedene solche 
Flächen !P*, wenn in der Matrix je eine der ersten 13 Reihen fortgelassen 
wird: überhaupt aber repräsentirt sie einen diese Flächen umhüllenden 
Ebenenbüschel y® sechster Ordnung, welcher zu der Kemcurve c^ eines 
Raumbündels |^2| reciprok ist. Sie kann nämlich auf die zu (6.) analoge 
Form (11.): 

Ai) 5(j C^) D,, 

Ai Bi Ci Dl 

Jt2 ^^2 ^2 *^2 



= 



= 0, 



gebracht werden. Auf jede Ebene von y^ reduciren sich 00* Räume von 1^12 

Für 11 = 13 werden (10.) und (11.) dreifache Gleichungen, und zwar 
hat (11.) dieselbe Form wie (5.), nämlich: 

Ao B{) Co lPo 
Ai Äi Ci Dl 

und repräsentirt i. A. vier Ebenen (ou, «1702, Ö3). Auf jede dieser vier 
Ebenen reduciren sich oc^ Räume von | -5*131. 

118. Ein Raum von \2^\ ist zweifach singulär, d. h. seine Ebenen 
gehen alle durch eine Gerade g^ wenn seine Gleichung: 

für alle Werthe von l, fi, v durch die Coordinaten x\ y\ z und qe!\ y", &' 
zweier Punkte von g befriedigt wird. Wir erhalten demnach acht Glei- 
chungen : 

i:;^,«; = 2x,ß\ = 2Xiy\ = i:z,d[ = 

15* 
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und 



wonn 



Sx^a'/ = ^x.ß'/ = 2x,r- = ^^,^'/ = 0, 



Für n^l ergiebt sich hieraus durch Eliminirung von ;fü, Xj, . . ., x^: 

«1. «0 A) Pu y.) yo ö.) 0() 



(12.) 



«, 



a 



/f 



/?; /?;' r\ y" «n <j;' 



a. 



«, P, Ä Yn Yn ^n «« 



= 0. 



Für n = 7 repräsentirt diese Gleichong einen Strahlencomplex vierten Grades, 
denn sie ist bezüglich der sechs Liniencoordinaten: 



X X t 



y-y\ 



«". y'^"-^Y, z'x'^x'z", xY^y'x" 



vom vierten Grade und homogen, weil a|ai'— aia|', ßtßl—ßmß'/y ••• Linear- 
formen derselben sind. Dieselbe Gleichung stellt einen biquadratischen 
Complexkegel mit dem Mittelpunkte (x\ y\ z) dar, wenn o?", y", jr" als 
laufende Punktcoordinaten betrachtet werden. Die Axen der oo^ zweifach 
singulären Räume einer |^7| bilden demnach einen biquadratischen Strahlen- 
complex. 

Für « = 6 stellt die Formel (12.) die Congruenz dar, welche von 
den Axen der zweifach singulären Räume einer \2^^\ gebildet wird. Für 
« = 5 repräsentirt sie die Schaar der Axen einer \£^\ (vgl. 106.). 

119. Werden in (12.) die Elemente der 1., 3., 5., 7. Spalte von 
den entsprechenden Elementen der nächstfolgenden Spalte subtrahirt, so er- 
hält man eine Umformung der Formel (12.), in welcher x\ y'\ ä" nur in 
den Verbindungen x'—x\ y"— y', a'— ä' auftreten. Mit Hülfe von vier 
Reihen können sodann die «—3 übrigen Reihen, analog wie oben in (10.) 
die 15—11 Spalten, so umgeformt werden, dass ihre ungeraden Elemente 
alle Null werden. Die Formel (12.) geht dadurch über in: 

^0 />!, C„ 1/ü 

A, B, C, D, 



(13.) 



B 



D 



»—4 



= 0, 



worin A^, Bi, Ci, D^ Linearformen von x'—x\ y'—y', z"—z bedeuten. 

Für II = 6 ist (13.) eine Doppelgleichung, welche sechs Strahlen 
des Punktes (x', y', z') darstellt. In letzteren schneiden sich die beiden 
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kabiseben Kegel: 

Ai) Bn C„ 



Ai Bi Ci 

A2 B2 t/2 



= und 



welebe noeb drei dureb die Doppelgleiebung 



= repräsen- 



>4o fiü D, 

A, B, D, =0, 

A2 B2 A 

A[) Ai A2 

ß„ Bi B2 

tirte Strablen gemein baben. Die Axen der cx)^ zweifaeb singulären Räume 
einer \2!q\ bilden demnacb eine Congruenz secbster Ordnung. 

120. Die Formel (12.) oder (13.) bedeutet, wenn ii>7 ist, dass 
alle in der Matrix entbaltenen aebt- resp. vierreibigen Determinanten ver- 
scb winden. Diesen Bedingungen aber genügen die Coordinaten aller Ge- 
raden, welebe von je einem zweifaeb singulären Räume der in \2!^\ ent- 
baltenen Mannigfaltigkeiten |^7| die Axen sind. Für n = 8 repräsentiren 
beide Formeln die Congruenz der 00^ Strablen, welebe von je einem 
BUsebel zweifaeb singulärer Räume einer \^s\ die Axen sind. Diese Con- 
gruenz ist von der zebnten Ordnung; denn (13.) ergiebt sieb für » = 8 aus: 





A„ 


B„ 


C„ D„ 




A,, Bt 


1 M) I/o 




A, 


B, 


C. D, 




A, B, 


t C, P, 




A, 


B, 


C, D^ 




A2 ßi 


l C2 ^2 




A, 


B, 


C, Z>3 




A, Ä 


. C« D, 


falls nicht 






Ai) />ü Co i/i) 

A, B, C, D, 


- 








A2 B' 


z i 


>2 i^2 





= 0, 



gebilde einer 
Ein Raum von 



ist, und dureb den beliebigen Punkt {x, y\ a') geben demnacb 16—6 = 10 
Strablen der Congruenz. 

121. Die soeben mittelst Punkteoordinaten dargestellten Strablen- 

lassen sieb aueb mittelst Ebeneneoordinaten darstellen. 
„I nämlicb ist zweifaeb singulär, wenn seine Gleicbung: 

i;f,(a,+iÄ+-"^+i^(y.) = 

für alle Wertbe von l^ fi, v die Form pa+r/? = annimmt. Setzen wir 
demgemäss: 
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80 folgen aus diesen flir x, y, z identischen Gleichungen wegen (1.) die 
sechzehn Gleichungen: 



(14.) 



= 0. 



woraus für n^l durch Eliminirung der n+1 Parameter x,., der vier ()< und 
der vier t, die Formel sich ergiebt: 

0(1) öio Ö»» ^30 ^uü ^1» ^20 ^30 Crji) ^10 ^) Cjci (^jo »10 rfay 039 

a„i öii «21 Ö31 601 • -631 • • • 

fl«)» «In (hn Ö3n ^()« • ' 63^ ^6« ' ' ^3^ ^ ' ' ^» 

aoax «2 03 000000000000 

6(, 61 62 63 

o,, öl «2 03 

• . 6„ 61 62 63 . . 

• • • o,, ai 02 «3 . 

60 61 62 63 

000000 010203 

60 61 62 63 
Alle (i»+9)-reihigen Determinanten dieser Matrix verschwinden flir die Axen 
der zweifach singulären Räume von l-S"^!, wenn «^7 ist. 

122. Für « = 7 enthält diese Matrix eine einzige 16-reihige Deter- 
minante; diese aber ist eine biquadratische Form der sechs Liniencoordi- 
naten üibj^—ai^b^ (t, /r = 0, 1, 2, 3). Die Gleichung (14.) stellt ebenso wie 
(12.) für » = 7 den biquadratischen Complex dar, welchen die Axen der 
zweifach singulären Räume einer \2i\ bilden. 

Ist fi = 6, so wird sie eine Doppelgleichung und repräsentirt die 
Congruenz der Axen aller zweifach singulären Räume einer \2:^\. Diese 
Congruenz ist von der zehnten Klasse, d. h. in einer beliebigen Ebene 
(6(,, 6i, 62, 63) liegen i. A. zehn ihrer Strahlen. Denn die Doppelgleichung 
(14.) hat für « = 6 hinsichtlich der laufenden Ebenencoordinaten Oy, a^, ch, 03 
dieselbe Form, wie die Gleichung (10.) für « = 10, stellt also gleich dieser 
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einen Ebenenbttschel zehnter Ordnung dar; dieser Büschel aber zerfällt in 
zehn Bttschel erster Ordnung, deren Axen in (607 61, 627 63) liegen. Die 
Axen der zweifach singulären Räume einer l-^el bilden somit eine Con- 
graenz zehnter Klasse sechster Ordnung (vgl. 119.). 

123. Die Formel (14.) bedeutet, wenn «>? ist, dass alle in der 
Matrix enthaltenen 16-reihigen Determinanten verschwinden; sie stellt auch 
in diesem Falle dieselben Strahlengebilde dar, wie (12.). Für 1» = 8 reprä- 
sentirt sie eine Congruenz sechster Klasse zehnter Ordnung, deren Strahlen 
von je 00* zweifach singulären Räumen einer \2:^\ die Axen sind. Dieselbe 
ist der Congruenz sechster Ordnung zehnter Klasse, welche für » = 6 durch 
die Formel (12.) dargestellt wird, reciprok. Denn auf dieselbe Weise, wie 
(10.) in (11.)? kann (14.) umgeformt werden in: 



(15.) 



A 


A, . 


• • -^14—« 


Ä, 


A[ ., 


. . -«14—« 


Bo 


B, . . 


• Bl*-n 


B'o 


5; . . 


• ^14-n 


c., 


C, . . 


^14-n 


K 


c. . . 


(^l*-n 


D, 


/>. . . 


. ßl4-n 


Do 


D[ . . 





= 0, 



worin A^^ Bi, C^, D. Linearformen der Ebeuencoordinaten Oj,, aj, 02, 03, 
und A[, B[, Ci, /)• solche von 607 61, 627 63 bezeichnen; für i» = 8 aber ist 
diese Formel (15.) ganz so gebaut, wie (12.) für » = 6. 

Ueberhaupt stellen die beiden Formeln (15.) und (12.) für resp. 
« = 14— f und II = f zwei redproke, zu |^i4_,| bezw. |-5'i| gehörige Strahlen- 
gebilde dar. Für 1» = 7 insbesondere folgt hieraus, dass der biquadratische 
Complex der Axen einer \2^\ reciprok ist zu einem gleichartigen Complexe. 



§19. 

Die lineare Maonigfaltigkeit |26| von oo^ collinearen Räumen und das jf,ij-Gebüsch !<6,3i. 



124. Eine 



besteht aus oc*' collinearen Räumen und ist durch 



beliebige sieben derselben bestimmt. Sie enthält oc^ 



'5 h 



00 



10 



00 



Vi 



'3 h 



00 



12 



2^1 und 00*" |^i|, also auch oc^ Hauptpunktgruppen 20 H, c»*" Haupt- 
curven c^^\ 00^^ Kemflächen K^, 00*^ Kemcurven c^ und 00^^ Haupttetraeder. 
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Auf '-Tg! ruht ein Gebüsch \e^^\ von oo^ collinearen Mannigfaltigkeiten \€^\^ 
die aus je oo^ homologen Ebenen der Räume von \2!q\ bestehen. Im Allge- 
meinen hängen l-Z«! und fßJ von 48 Parametern ab. 
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125. Zwei bezw. drei Hauptpunktgruppen 20 H von |^6| können 
allemal durch eine Hauptcurve c*" bezw. durch eine Kernfläche K* ver- 
bunden werden, weil zwei resp. drei I-Ts] von |.Z(i| allemal eine I-Z4I resp. 
eine \2:^\ gemein haben. Haben die Gruppen einen Punkt gemein, so wird 
dieser ein dreifacher Punkt von c^'* resp. K* (102 a.). Jede Hauptcurve c^" 
enthält c»^ Gruppen 20 H und kann mit den übrigen Gruppen durch 00* 
Kernflächen vierter Ordnung verbunden werden. Jede Kernfläche K* ent- 
hält 00^ Hauptcurven c^^ und 00^ Hauptpunktgruppen 20 H. 

Zwei Hauptcurven c^^* haben eine Gruppe 20 H gemein, wenn sie 
auf einer Kernfläche K* liegen, und umgekehrt; denn zwei 1-2*41 von l-^'ej 
liegen in einer l-S'gj, wenn sie ein RaumgebUsch \2^\ gemein haben, und 
umgekehrt. Durch jede Kerncurve c^ gehen oc^ Kernflächen K*, die sich 
büschelweise in 00* Hauptcurven c^" und bündelweise in 00^ Hauptpunkt- 
gruppen 20 H schneiden; mit diesen c^" hat die Kerncurve je 20 Punkte 
gemein (91.). 

126. Werden die 00^ Gruppen 20 H^ die auf einer c^" liegen, mit 
einer anderen Hauptcurve cf* durch Kernflächen verbunden, so schneiden 
sich diese i. A. noch in einer Kerncurve c^, welche mit c^" und c}" je 20 
Punkte gemein hat; denn zwei \2^\ von \2q\ durchdringen sich i. A in einer 

2*2 1, die Kerncurve c^ dieser {2^1 aber liegt auf den 00^ Kemflächen der 
2*3 1, welche die eine \2:^\ mit den oc^ durch die andere gehenden \^s\ ge- 
mein hat. Die 00^ auf einer Kernfläche K* liegenden Hauptcurven c"' und 
Hauptpunktgruppen 20 H können mit jeder anderen Gruppe 20 H durch 
00^ Kemflächen und 00^ Hauptcurven verbunden werden; diese Kernflächen 
bilden einen Bündel und schneiden K* in einer und derselben Kerncurve c^, 
welche mit den 00^ Hauptcurven je 20 Punkte gemein hat. Der Beweis 
dieses Satzes ist dem soeben geführten analog und beruht darauf, dass in 
\Sfi\ eine \2s\ mit einer \2^\ einen Raumbündel [-S^l gemein hat. 

127. In l-^ßj giebt es 00^ singulare Räume (vgl. 105.); jeder Punkt 
ist Doppelpunkt von 06^ derselben, welche einen Raumbündel bilden. Da 
zwei dieser Raumbündel durch eine \^s\ verbunden werden können, so sind 
zwei beliebige Punkte allemal in einer Hauptpunktgruppe 20 H von |-2i 
enthalten. 
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^1 
10 



Es giebt (X? zweifach singulare, in Ebeneubüschel ausgeartete Räume 
in jJSiil; die Axen derselben bilden eine Congruenz [aa] sechster Ordnung 
zehnter Klasse (105., 122.). Zwei beliebige Punkte einer solchen Axe sind 
in oo^ Hauptpunktgruppen 20 H enthalten, weil die zugehörigen Raumbttndel 
einen zweifach singulären Raum gemein haben und folglich durch oo^ 
und eine |-5'4| von 1-2*61 verbunden werden können. Die Hauptcurve c 
dieser |-5;| hat die beiden Punkte zu dreifachen Punkten (102a.) und ver- 
bindet jene oo^ Gruppen 20 H. 

128. 'Die oo^ Räume von I-Toj, welche in eine beliebige l^el des Ge- 
büsches \€^i\ irgend eine Ebene cp entsenden, bilden ein specielles Gebüsch, 
dessen Kernfläche in cp und eine kubische Fläche K^ zerfällt (34c.). Wenn 
€p um eine Gerade s sich dreht, so beschreibt das Gebüsch eine specielle 
j-2;!, deren Hauptcurve in s und eine Raumcurve c^ neunter Ordnung zer- 
fällt; die durch c^ gehende Fläche K^ aber ändert sich nicht bei der Drehung 
von (p (102.). Mit jeder beliebigen Ebene bildet demnach K^ eine Kern- 
fläche von l-T^j. Die Punkte der kubischen Fläche K^ sind Doppelpunkte 

Zel einen Raumbündel bilden (102.). 
von |f6;,| entspricht auf diese Weise ein 
und zugleich eine kubische Fläche K^ 



von oo^ singulären Räumen, die in 

Jeder Mannigfaltigkeit [f^ 
Bündel singulärer Räume von [J 

als Ort der Doppelpunkte dieser Räume. Je vier Räume von 
in IbqI eine und dieselbe Ebene (p entspricht, erzeugen i. A. eine in K^ und 
<p zerfallende Kernfläche. 

129. Die oo* Büschel l«, 



'6h 



denen 



6,1 1 von |fo,3 ruhen auf je einer juol, welche 
aus homologen Ebenenbüscheln der oo^ Räume von 12^1 besteht Die Haupt- 
gerade t von \u^\ ist Axe von c»^ dieser Büschel (49.) und somit ent- 
sprechend gemeinsame Gerade von oo^ Räumen der \^q\. Von der Kern- 
fläche des Gebüsches dieser oo^ Räume ist / eine Doppelpunktsgerade (Md.). 
Jedem Büschel |fG,i| von j%3| entspricht auf diese Weise eine Gerade t; 
unter den Kernflächen von \2:q\ aber giebt es oo* mit je einer Doppelpunkts- 
geraden /. 

Jede Gerade ist (105.) Doppelpunktsgerade einer Kernfläche von 
JS'el, weil je zwei ihrer Punkte allemal in einer Gruppe 20 H enthalten 
sind (127.); diese Kernfläche ist der Ort der übrigen 18 Punkte der 
Gruppe. Jede „Axe von l-S^gj", d. h. jeder Strahl der Congruenz {a^ 
sechster Ordnung zehnter Klasse ist Doppelpunktsgerade von oo* Kernflächen 
(vgl. 127.). 
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§20. 

Die linearen Mannigfaltigkeiten '^»| von oo« collinearen Räumen für n > 6. 

130. Eine 1-2",: besteht aus oc* collinearen Räumen, ist durch be- 
liebige »+1 derselben bestimmt und enthält cx)<*+»>^"-*) lineare Mannigfaltig- 
keiten -Tjt, wenn fi>»Ä>0 ist (36.). Sie trägt ein Gebüsch If^^l von oc^ 
collinearen Mannigfaltigkeiten .ej^ die aus je od^ homologen Ebenen der 
Räume von \2:„ bestehen. Die allgemeinen Mannigfaltigkeiten -2",! und 
\^iA-n\ hängen von gleichviel, nämlich von »(14— it) Parametern ab (vgl. 
30.), wenn 14>i»>0 ist. 

Eine '2j enthält oc"-^ singulare Räume, die eine biquadratische 
Mannigfaltigkeit bilden; denn die Raumbüschel l^^l von j-TJ enthalten i. A. 
je vier singulare Räume. Ein beliebiger Punkt ist für it>4 Doppelpunkt 
von «:»'"■* singulären Räumen der 1-2"^, und zwar bilden diese Räume eine 
singulare l-T,.; (vgl. 127.). Eine \2:„ enthält ^"-* zweifach singulare 
Räume, wenn «>4 ist; denn ihre \2^' enthalten i. A. je zwanzig derselben 
(95., 114.). Ist ii>>9, so enthält \2„\ oo"--* dreifach singulare, auf je eine Ebene 
reducirte Räume, denn ihre \^^\ enthalten i. A. je zwanzig derselben (116.). 

131. Eine j-S'^. insbesondere enthält c»*^ singulare Räume in c»^ 
singulären Gebüschen, deren Keniflächen biquadratische Kegel sind. Die 
Strahlen dieser „Kernkegel" sind (102 e.) die Axen zweifach singulärer 
Räume von l-^"-!. Es giebt demnach oc^ zweifach singulare Räume in 1-2*7], 
und zwar bilden deren Axen einen biquadratischen Strahlencomplex (vgl. 
118., 122.). Die Kegel dieses Complexes sind die Kernkegel der oc^ sin- 
gulären Raumgebüsche von |-2'7i. 

Weil zwei ]2^\ von iiS'.' allemal eine 1-2*31 gemein haben, so können 
je zwei der oo^^ Hauptpunktgruppen 20 H von i^yi durch eine Kernfläche 
verbunden werden. Jede der oo*^ Kemflächen K* enthält oo^ Hauptcurven 
c"^ und oo* Hauptpunktgruppen 20 H; denn in l-2'7| gehen oo^ !.2'4 und oo* 

-Ssl durch jede l-^jL Auf jeder der oo*^ Hauptcurven c"^ liegen oo^ Punkt- 
gruppen 20 H, und durch jede Gruppe 20 H gehen oo"^ Hauptcurven und 
cx)** Kernflächen, wie ähnlich sich ergiebt. 

Jeder e-; von 1^7,3' entspricht (102 c.) in 1.27! ein Gebüsch I-23;,, sin- 
gulärer Räume nebst einer Hauptcurve c5 sechster Ordnung; und zwar ist 

2j\i in jeder Mannigfaltigkeit |-2'4| von {-27I enthalten, deren Räume eine 
und dieselbe Ebene nach 1^7! entsenden, durch c^ aber gehen die kubischen 
Theile der Kernflächen dieser l-^^ 
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132. Eine \2^\ enthält oo* zweifach singulare Räame; eine beliebige 
Gerade ist i. A. von einem derselben die Axe. Die biquadratischen Com- 
plexe der Axen zweier 12*71 von \JSg\ haben eine Congruenz |a2| sechster 
Ordnung zehnter Klasse und folglich noch eine andere |a2| zehnter Ordnung 
sechster Klasse gemein; und zwar besteht \a2\ aus den Axen der zweifach 
singulären Räume einer \2q\^ in welcher die beiden \2:^\ sich durchdringen. 
Die Congruenz \ch\ ist zu derjenigen der Axen einer 1-2*61 reciprok (123.); 
ihre Strahlen sind von je einem Büschel zweifach singulärer Räume der 
I-Sgj die Axen (vgl. 77., 120.) und folglich in dem biquadratischen Axen- 
complexe einer jeden 1-271 von \^s\ enthalten. 

133. Eine |2'c,| enthält i. A. zwanzig auf je eine Ebene reducirte 
Räume; die Gruppe dieser 20 Ebenen ist der Hauptpunktgruppe 20 H einer 

2*5! reciprok (116.). Jede der 20 Ebenen ist die Collineationsebene von 
oc® Büscheln perspectiver Räume der |2o|. Es giebt i. A. 00* Gerade a, 
welche von je einem Bündel zweifach singulärer Räume der |-29| die Axen 
sind; ihr Ort ist demjenigen der Axen einer I-25I reciprok (123.), also eine 
Fläche zwanzigsten Grades, mit welcher die vorhin erwähnten 20 Ebenen 
je sechs Gerade a gemein haben (vgl. 106.). Die biquadratischen Axen- 
complexe der 00^^ 12*7! und die Congruenzen |ai| der oc^ \^s\ von |-2o| gehen 
alle durch jene 00* Geraden a. 

134. Eine 1-2iü| enthält i. A. 00^ dreifach singulare, auf je eine 
Ebene reducirte Räume, und zwar ist der Ort dieser Ebenen ein Büschel y"' 
zehnter Ordnung, welcher der Hauptcurve c^" einer |-24| reciprok ist (116.). 
Den 20 Axen von 12*41 oder Quadrisecanten von c^" (vgl. 95.) entsprechen 
20 Gerade g, durch welche je vier Ebenen von y^" gehen. Jede dieser 
20 Geraden ist die Axe von oc^ zweifach singulären Räumen der |2',u|; 
letztere bilden ein Gebüsch, dessen Kernfläche in die vier Ebenen von y^" 
zerfällt. Die 00^" |-2g| von |-2io| enthalten von y'" i. A. je 20 Ebenen (133.). 
Die biquadratischen Axencomplexe der 00^* |-27| von |-2i„| haben die 20 g 
zu gemeinsamen Strahlen. 

135. Eine |-2i,| enthält 00^ dreifach singujäre Räume; dieselben 
reduciren sich auf die Berührungsebenen einer Fläche <?>* vierter Klasse, 
welche zu der Kernfläche einer 12*31 reciprok ist (116.). Jede Gerade g 
ist die Axe von 00^ zweifach singulären Räumen der |-2ii|; die Kernfläche 
des Gebüsches dieser Räume zerfilllt in die vier durch g gehenden Be- 
rührungsebenen von 0*. 

16* 
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m 

Von einer \2^^\ reduciren sich auf jede Ebene eines gewissen Büschels 
y^ sechster Ordnung oc^ dreifach singulare Räume (117.), auf jede andere 
Ebene dagegen reducirt sich ein solcher Raum. Der Büschel /* ist zu 
der Kemcurve c^ eines Raumbündels reciprok; er umhüllt die oo'^ Flächen 
vierter Klasse, welche zu je einer \^ii\ von l-T^j' gehören. Je zwei dieser 
Flächen haben ausser y*^ noch die Ebenen eines Büschels y'" zehnter Ord- 
nung gemein, welcher zu einer j -2*101 von j-Tiil gehört (134.). 

Von einer j-^ij! reduciren sich auf eine beliebige Ebene cx)\ und 
i. A. auf gewisse vier Ebenen je oo^ dreifach singulare Räume (117.). Diese 
vier Ebenen berühren die oo^* Flächen vierter Klasse, welche zu je einer 
iJ^iil von |-2',3. gehören. — Von einer jJS'hI reduciren sich auf jede Ebene 
oo^ dreifach singulare Räume. 
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Zur Theorie der indefiniten temären quadratischen 

Formen. 

(Von Herrn A. Meyer in Zürich.) 



Abgeseheu von dem, was Gauss in seineu ,,Disquisitiones arithmeticae^^ 
über ternäre quadratische Formen mitgetheilt hat, scheinen die ersten Sätze 
über die Klassenauzahl indefiniter temärer Formen von Eisenstein herzu- 
rühren. Derselbe hat seiner y, Tabelle der reducirten positiven ternären 
quadratischen Formen^^ als Anhang eine y,Tabelle der nicht äquivalenten 
unbestimmten ternären quadratischen Formen für die Determinanten ohne qua- 
dratischen Theiler unter 20^^ beigefügt *) und dabei die Bemerkung gemacht, 
dass für diese Determinanten jedes Geschlecht nur eine Formenklasse ent- 
hält. Bei Beschränkung auf ungerade Determinanten ohne quadratischen 
Theiler ergab sich ihm der Beweis dieses Satzes fUr dasjenige Geschlecht, 
durch dessen Formen die Null rational darstellbar ist, aus dem bekannten 
Kriterium für die Lösbarkeit der unbestimmten Gleichung 

ax'+by^+cz'' = 0. 

Bald nach Vollendung seiner Arbeit wurde Eisenstein der Wissenschaft ent- 
rissen, und seine Vermuthung, dass es sich mit den übrigen Geschlechtern 
ebenso verhalten möchte, scheint lange unbeachtet geblieben zu sein. In 
meiner Inauguraldissertation habe ich die Richtigkeit derselben für alle in- 
definiten ternären Formen nachgewiesen, deren von Eisenstein mit S2 und J 
bezeichnete Invarianten ungerade und relativ prim sind. In vorliegender 
Abhandlung soll die Untersuchung auch auf gerade Invarianten ausgedehnt 
und zugleich der frühere Beweis in einigen Punkten verbessert werden. 
1. Es sei 

f=Q ^'' '^!,)=^ax'+a'x''+a''x'''+2bx'x''+2b'x''x+2b''xx 



*) Dieses Journal Bd. 41. 
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eine indefinite ternäre Form, deren Determinante 

von Null verschieden und positiv vorausgesetzt wird, was erlaubt ist, da die 
Formen negativer Determinante durch Aenderung der Vorzeichen aller 
Coefficienten auf diejenigen positiver Determinante zurlickgeflihrt werden 
können. Die Coefficienten a, a\ d\ h^ h\ V^ werden als ganze Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Theiler angenommen, und die Form heisst dann 
uneigentlich oder eigentlich primitiv y je nachdem a^ a, a" alle gerade sind 
oder nicht. In ersterem Fall ist D gerade. Die ternäre Form 



/b'-a'a", b"-a"a, b"'-aa\ 
Vafe-fe'fe", a'6'-fc"6, a"b"-bvJ 



wurde bekanntlich von Gauss die adjungirte von f genannt. Im Folgenden 
soll jedoch der Kürze wegen die aus ihr durch Weghebung des grössten 
gemeinschaftlichen (positiven) Theilers S2 ihrer Coefficienten erhaltene pri- 
mitive Form 



'^ "" ^B, B\ B"J' 



wo also S2A = b^—aa^'y IIB =^ ab — b'b''^ u. s. w. ist, die adjungirte von f 
heissen. Die Determinante D von f ist durch i2^ theilbar, sie sei = £l^J; 
dann ist die Determinante von F gleich J'^il, und die adjungirte von F ist 
wieder f. Die Zahlen £1 und J sind positiv und heissen nach Smith die 
Invarianten von f. 

Für die Eintheilung der ternären Formen in Ordnungen und Ge- 
schlechter möge es gestattet sein, auf die bezüglichen Abhandlungen von 
Eisenstein*) und Smith**) zu verweisen. 

2. Im Folgenden kommt für den Nachweis der Aequivalenz zweier 
ternären Formen nachstehender Satz über die Darstellung von binären 
Formen durch ternäre in Anwendung (wobei immer nur von eigentlichen 
Darstellungen die Rede ist): 

Zwei ternäre Formen derselben Invarianten S2y J sind äquivalent ^ 
wenn sie beide eine und dieselbe primitive binäre Form der Determinante UM 



*) Neue Theoreme der höheren Arithmetik, dieses Journal, Bd. 35. 

**) On the Orders and genera of ternary quadratic forms, Phil. Trans., vol. 157. 
Für Formen mit n Variabein vergl. Minkowski „Sur la thcorie des formes quadratiques 
etc." Mem. des sav. etrangers. t. 29. 
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darstellen, in welcher der Factor M eine in 2J nicht aufgehende Primzahl 
oder das Doppelte einer solchen Primzahl ist. 

Derselbe ergiebt sich folgendermassen: 

Damit eine primitive binäre (nicht negative) Form (p = {p, q'\ p') 
durch ternäre Formen der Invarianten JQ, J dargestellt werden könne, ist 
noth wendig, dass die Determinante von (p durch S2 theilbar sei (sie sei 
= £2M)^ und dass zwei Zahlen B, B' bestimmt werden können, welche den 
Congruenzen genügen 

B' = Jp, BB' = -^q\ ß' = ^p' (mod. M)\ 

und wenn M prim ist zu /l, sind diese Bedingungen auch hinreichend*). 
Setzt man nämlich 

.. ^ h- ^" V «' h B p'+BY ., Wp±Bf 
ö = P. b=q, ö =p, 6 = j^ — -, 6= jtf - > 

so werden unter den gemachten Voraussetzungen b, b\ a" ganzzahlig und 

/"=(.' ,/ .;J eine indefinite ternäre Form der Invarianten i2, J^ durch 

welche die binäre Form tp dargestellt wird. Dasselbe gilt noch, wenn M 
und /l gerade, aber \M und \d ungerade und relativ prim sind; ist hin- 
gegen \/l gerade und relativ prim zu \My so hat /"die Invarianten 2i2, \dy 
und if kann durch ternäre Formen der Invarianten i2, J nicht dargestellt 
werden. Hiebei sind zwei Formen f und /i, welche bezw. den Congruenz- 
wurzeln ß, ß und ßi, B\ entsprechen, von vornherein äquivalent, wenn 
entweder B, = B, B[ = B' oder By^-B, B[ = -B' (mod. iJf) ist. Ist M 
Primzahl oder das Doppelte einer ungeraden Primzahl, so giebt es keine 
andern incongruenten Lösungen der obigen Congruenzen, und daraus folgt 
der zu beweisende Satz. 

3. Ferner wird folgender Satz benutzt werden, fUr dessen Beweis 
ich auf meine Abhandlung y^Ueber eine Eigenschaft der Peitschen Gleichung**)^^ 
verweise : 

Ist D eine positive ganze Zahl, 2*^ die grösste in D aufgehende Potenz 
ron 2, o^4:y S^ das grösste in D aufgehende ungerade Quadrat und Z) = 2*'S^D,, 



*) Vgl. Gauss „Disq. ar/' Art. 283; Smith, a. a. 0. Art. 10. 
*) Vierteljahrsschrift der zürch. naturf. Gesellschaft, 32. Jahrg. 
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80 giebt es stets mit 2D theiler/remde Zahlen p^ q von der Beschaffenheil, 
dass für alle Primzahlen p, q^ welche den Congruenzen 

p^^.p, q^(\ (raod. SS Dl) 

genügen, die Peitsche Gleichung f—pqDü^= 1 eine Fundamentalauflösung t=T, 
u=U besitzt, für welche weder T+1 noch T— 1 durch pq theilbar ist. 

Dies ist z. B. der Fall, wenn p und q nach folgender Vorschrift 
gewählt werden*): 

P^s seien «i, «2, ... s,„ diejenigen verschiedenen Primfactoren von S, 
welche nicht in Dj aufgehen, rfj, rfj, ••• rf» die Primfactoren von D^. Man 
bestimme die quadratischen Charaktere des Products pq = a in Bezug auf 
die Primfactoren «i, «2, ••• «m durch die Bedingungen: 

und in Bezug auf die Primfactoren von D^ durch die (immer erfüllbare) 
Bedingung (ß.), dass es unter den 2** Formen 

/^(J) = dx''-2''a^Y (^^' = D,, (^> 0), 

deren Gesammtheit £ heissen möge, keine zwei gebe, welche in den 
Werthen aller n Symbole 

übereinstimmen oder, was dasselbe ist, dass x^—2''aDiy^ die einzige Form 
des Systems £ ist, für welche diese Symbole sämmtlich positiv sind. Ferner 
bezeichne man, wenn rT = 0, 1 oder 3 ist, mit r eine der Zahlen 3, 5, 7 
und mit J^ einen Theiler von ßj, indem man setzt: 

a) wenn /)i = 1 ist oder bloss Primfactoren der Form 811+I enthält: 

a :^r (mod. 8), t^r = 1 ; 

6) wenn /)„ abgesehen von Primfactoren der Form 8« + l, nur Prim- 
factoren (rf) von einer der drei Formen 8w+3, 5, 7 enthält und f(3) die- 
jenige Form des Systems £ bezeichnet, für welche die Gleichungen 



(t=I, 2, 3, ... it) 



*) a. a. 0. S. 375. 



(A=l, 2, 3, ... n) 
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stattfinden : 
a^r oder ^rd (mod. 8), je nachdem (—)=+! oder =—1, 

J^ = 1 oder = J, je nachdem r == rf (mod. 8) oder nicht; 

c) wenn D, Primfactoren von wenigstens zwei der Formen 8n+3, 5, 7 
enthält, und f(Ss), f(ß^)^ f(d^) diejenigen Formen des Systems £ bezeichnen, 
für welche die Gleichungen 

(^)=(^). (^)=(i). m=(^) 

stattfinden*): 

und unterwerfe nun p der Bedingung 

Wenn a = 2 oder 4 ist, und 

d) wenn D, keinen Primfactor der Form An+3 enthält, setze man 

cJ. = l; 

e) wenn D^ wenigstens einen Primfactor der Form 4»+ 3 enthält 

und /(J) diejenige Form des Systems £ bezeichnet, ftir welche 

setze man J^ = (J; 

und nun unterwerfe man a und p den Bedingungen: 

(C.) a = A (mod. 4), (-J^) = -1. 

Die Bestimmungen für ^ folgen aus denjenigen ftir a und p. 

Endlich bestimme man, was immer möglich ist, irgend welche mit 
2SDi theilerfremde Zahlen a, p, q eines vollständigen Restsystems (mod. 8iS/)i), 
für welche die bezw. für a, p, ^ festgesetzten Beziehungen gelten, wobei 
die LegendreBchen Symbole in erweitertem Sinne (nach Jacobt) zu ver- 



*) Die Werthe von ( — \ (-^-)i C""^/' \~^/ ergeben sich aus denjenigen von 
(-,-) mittelst des quadratischen Reciprocitätsgesetzes. 
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stehen sind. Dass man alsdann für jedes Zahlenpaar p, q unendlich viele 
zugehörige Primzahlen p, q finden kann, für welche p ^ p, q^^ (mod. SSD^)^ 
folgt aus dem bekannten Satze über die arithmetische Progression. 

Bemerkung. Die obigen Festsetzungen reichen zwar hin, um T+1 
und T— 1 durch pq nicht theilbar zu machen, sind aber nicht noth wendig. 
Ist z. B. D eine Primzahl der Form 8ii-f-3, so müsste man nach jenen Vor- 
schriften machen 

(A) = 4.1, J = D^ a = r oder 3r (mod. 8), 

je nachdem a^l oder 3 (mod. 4); folglich (da r = 3 oder 5 oder 7) 

a = b oder 7 (mod. 8), r = 5, cJ, = D, (~-) = -1 

oder (was dasselbe ist) 

(i) = -1- 

Eine besondere Untersuchung zeigt aber, dass in diesem Fall folgende 
Annahmen, unter welchen die vorigen enthalten sind, dasselbe leisten: 

entweder (-^ ) = +1 und a ^ 3 oder 5 oder 7 (mod. 8), (— — ) = — 1 
oder (^ ) = —1 und entweder p^q^b oder 7 (mod. 8) 

oder a=:b (mod. 8) und \^~- — ) = — 1 

oder a ^ 3 (mod. 4) und ( — )= —1. 

4. Es sei f eine indefinite ternäre Form der Invarianten JQ, J; tp 
eine binäre Form der Determinante Ü.M; ß^, ^j, Q^ seien die grössten bezw. 
in il^ J, S2M aufgehenden Quadrate, i2 = ßiJf2^ oder = 2i2ii22, J =^ J^Jl 
oder =2JiJ2i >^i und Ji ungerade, £2M = M^Q^, 2'' die grösste in J auf- 
gehende Potenz von 2, und a bedeute in Bezug auf J dasselbe, was im 
vorigen Artikel in Bezug auf D. Nun gilt der Satz: 

Wenn die indefinite ternäre Form f der Invarianten il, J die eigentlich 
primitive binäre Form cp der Determinante S2M darstellt ^ so stellt sie auch 
jede andere Form tpi dieser Determinante dar, welche mit cp in dasselbe Ge- 
schlecht gehört y vorausgesetzt, dass ^ ^ 4, Mi kein Theiler von 2^i sei, 
ferner, dass 
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in Bezug auf jede ungerade Primzahl d\ welche zugleich in UM und J2, ciber 
nicht in Ji aufgeht, und 

w (f ) = (1) 

in Bezug auf jeden gemeinschaftlichen Primfactor eon UM und Ji; ausserdem 
wenn a = 0, 1 oder 3 und zugleich S2M ^ (mod. 8)^ dass 

(y.) (p^a (mod. 8), 

und wenn a=^2 oder 4 und zugleich S2M^0 oder 3 (mod. 4)^ dass 

(/'.) y ^ a (mod. 4). 

Beweis: Wenn die ternäre Form / die binäre Form q) = (a,b'\a') 
(eigentlich) darstellt, so stellt sie auch jede mit (p äquivalente Form dar; 
daher darf angenommen werden, der Coefficient a sei positiv*) und prim zu 
2S2JM. Aus der Voraussetzung folgt, dass f ebenfalls eigentlich primitiv 

sein muss und in die äquivalente Form (, ' , ,' .„j transformirt werden kann. 

Diese Form werde von vornherein für f gewählt. Durch die Substitution 



/i 0\ 

(0 X fi], 

\0 V 0/ 



{l(i-tiv = 1) 

b fe'" b''J *^®'^' ^^°° S®^* ^^^^ ^^^ adjungirte von /", 
F = („' g,' g„), dnrch die Substitation 



B, B', B' 



n ox 

(0 Q -v\ 

\o -^ x] 



fA A A\ 
in ^i = (,D*' d/' d/Jj di^ adjungirte von /"i, über, und es finden die Glei- 
chungen statt: 

a^^a, yi^b'v+b"l, Ä^=^Ä'l''-2Bly+AV. 
Setzt man nun, wenn T, U die Fundamentalauflösung der Pe/fechen Gleichung 

e--aJu' = 1 
bezeichnet, 



*) Die Form q> kann nicht negativ sein, da sie sich durch die indefinite ternäre 
Form f positiver Determinante darstellen lässt. 

17 • 
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SO wird 

Xq-^/xv = 1, 

ä;^A'^M, V; = b''T--affU=V'T (mod.a). 

Nun lässt sich durch die Formen (p und cp^ dasselbe Product zweier 
in 2S2JM nicht aufgehenden Primzahlen p und q darstellen. Deshalb kann 
und soll vorausgesetzt werden, es sei a gleich einem solchen Product pq. 
Angenommen, es sei möglich^ auch noch die weitere Bedingung zu erfüllen, 
dass T+l und T— 1 nicht durch a=^pq theilbar seien, so sind ±b", ±bi 
die vier incongruenten Wurzeln der Congrueuz 

x^ ^ S2M (mod. p^), 

und pq ist durch die Formen 

{Pg> ±6, -y^ ; und {pq, ±fe„ -^^ ) 

darstellbar und durch keine andern Formen der Determinante S2M, welche 
diesen nicht äquivalent wären. Mit einer dieser Formen muss somit auch 
(fi äquivalent sein und sich also durch f darstellen lassen. 

Es bleibt jetzt übrig zu untersuchen, in welchen Fällen das Product 
a=^pq den obigen Bedingungen gemäss gewählt werden kann, welche lauten: 

1) a soll sich durch (p und ipi darstellen lassen; 

2) weder T+1 noch T— 1 soll durch a theilbar sein. 

Durch die Bedingung 2) ist, soweit es sich um die Anwendung der 
Vorschriften des Art. 3 handelt, wobei a ^ 4 sein muss, der Charakter von 
a in Bezug auf die Primfactoren von J2 und (wenigstens theilweise) auch 
von J^ vorgeschrieben, somit auch das Geschlecht von (p in Bezug auf 
diejenigen dieser Primzahlen, welche auch in der Determinante £1M auf- 
gehen. Dies ist ausgedrückt durch die Bedingungen (a.) und {(i.). In Be- 
zug auf die übrigen ungeraden Primfactoren von £IM bleibt der Charakter 
von (p willkürlich. In Bezug auf die Moduln 4 oder 8 ergeben sich ans 
Art. 3 für das Geschlecht von (p offenbar die Bedingungen (y.) und (y'.). 

Es fragt sich jetzt, ob, die Bedingungen («.), (/^.), (y.) oder (/'.) als 
erfüllt vorausgesetzt, die einzelnen Factoren p und q von a passend gewählt 
werden können. Zunächst ist pq durch ip und (p^ zugleich darzustellen. 
Zu diesem Zwecke bemerke man, dass die aus ip und q>i zusammengesetzte 
Klasse ip(px ins Hauptgeschlecht gehört und daher durch Duplication einer 
eigentlich primitiven Klasse ip der Determinante £IM gebildet werden kann^ 
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80 daßs (fcpi = v^ und, wenn yjipT^ = % gesetzt wird (unter yr* die entgegen- 
gesetzte Klasse von (pi verstanden): 

wird. Die Formen xpi und v^f^ stellen aber dieselben Zahlen dar, und nach 
einem bekannten DtncA/ß/schen Satze lassen sich durch \p und v^i unendlich 
viele Primzahlen p und q bezw. darstellen, somit durch (p und (p^ deren 
Product pq. Nun ist die Primzahl p nur der Bedingung (C.) oder (C.) des 
Art. 3 unterworfen, in welcher d^ ein Theiler von J^ ist. Dieselbe ist mit 
der Gleichung 

welche die Existenzbedingung des Geschlechts von rp ausdrückt, immer 
verträglich, wenn, wie vorausgesetzt, M^ in 2Ji nicht aufgeht. 

Lässt man nun rp alle eigentlich primitiven Klassen der Determinante 
£1M durchlaufen, welche der betreffenden Bedingung (C.) oder (C.) genügen, 
so durchläuft (p^^xp^*) entweder alle Klassen des Geschlechts G von (p 
oder nur die Hälfte H. Im ersten Fall wird (p^^xp'^ für gewisse xp gleich (pi 
werden, und der Satz ist bewiesen, im zweiten Fall nur, wenn ip^ der Hälfte 
H angehört. Gehört hingegen (p^ der andern Hälfte H^ von G an, so sei 
y„ = qy^^xp^ eine Klasse von H. Diese kann durch f dargestellt werden, 
somit auch alle Klassen, welche in yf^v'^ enthalten sind, wo rp' wieder 
dieselben Klassen durchläuft, wie xp. Die Klassen q>o^ y^'^ = q>^\tp'~^ y^y 
gehören aber der Hälfte H^ an, da ftir eine durch y;""*!/^' darstellbare Prim- 
zahl p die Bedingung (C), bezw. (C.) nicht erfüllt ist. 

Was die Klasse tpi anbetrifft, durch welche q dargestellt wird, so 
ist sie durch q) und rp bestimmt: tpi = W~"^ 

5. Unter Beibehaltung der im vorigen Artikel eingeführten Bezeich- 
nungen (nur dass hier a = 2pq^ a gerade und |a zu J prim sein muss) 
gilt ebenso der Satz: 

Wenn eine uneigentlich primitive indefinite temäre Form f der In- 
varianten Qy J eine primitive binäre Form q) der Determinante UM darstellt, 
so stellt sie auch jede andere Form q>i dieser Determinante dar, welche mit 
q> in dasselbe Geschlecht gehört, vorausgesetzt dass a < 4 sei, M^ kein Theiler 



*) Zugleich mit y lässt sich auch die entgegengesetzte Klasse g>~^ durch f darstellen. 
Es ist hierbei vorausgesetzt, dass der Zahl r nur einer der Werthe 3, 5, 7 beigelegt 
werde; ist mehr als einer zulässig, so gilt der Satz a fortiori. 
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von Ji und das Geschlecht von ip den Bedingungen genüge 

In diesem Falle muss auch (p aneigentlich primitiv sein, also 
£2M ^ 1 (mod. 4), und Charaktere von <p in Bezug auf die Moduln 4 oder 
8 treten nicht auf. 

Der Beweis ist dem vorigen ganz analog; nur lautet jetzt die be- 
zügliche Pß//sche Gleichung: 

e-2pqJu' = 1; 

die Formen (p und (pi sind als aus a = ^2, 1, — ^^ — ) und eigentlich pri- 
mitiven Formen ß und /?, zusammengesetzt zu betrachten, und es ist zu 
setzen 

ßßi = \p^, tpßY^ = V^n (p = «W'i, (Pi = axpxf)^^ U. S. w. 

6. Ist die temäre Form / nebst ihrer adjungirten F eigentlich pri- 
mitiv, so kann sie in eine ihr äquivalente (^' !?^/ ^,J mit der adjungirten 

/A A' A"\ 

\B b' B'O transformirt werden, für welche die Coefficienten a und Ä' zu 

einander und zu 2£2J prim sind*). Dann sind die Formen (a, b", a) und 
{Ä\ B, Ä) eigentlich primitiv, und demnach lassen sich durch dieselben un- 
endlich viele Primzahlen darstellen, und die Form f kann weiter so trans- 
formirt werden, dass a und Ä' von einander verschiedene Primzahlen werden, 
welche in 2£2J nicht aufgehen. 
Es seien nun 

/a, a\ a'\ _ /a„ a\, a'/N 

eigentlich primitive indefinite Formen, die in dasselbe Geschlecht der In- 
varianten i2, /t gehören, mit den ebenfalls eigentlich primitiven adjungirten 

p (^9 Ay A \ p ^ f^iy ^1» ^I^ 

welche in der eben angegebenen Weise transformirt sein sollen, so dass 
also a, a„ A'\ A'i Primzahlen sind, welche in 2S2J nicht aufgehen, a von 
Ä\ Gl von Ai verschieden. 



*) Smith, a. a. 0. Art. 9. 
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Ist Ä' = A[\ 80 sind 

(p = (a, 6", a'), (p, = (fli, 61', a[) 

eigentlich primitive Formen derselben Determinante SlA'^, welche demselben 
Geschlechte angehören. In Bezug auf die ungeraden Primfactoren von 12 
folgt nämlich die Gleichheit der Charaktere daraus, dass f und /i dem- 
selben Geschlechte angehören, in Bezug auf A' aus den Gleichungen 



wonach 



B'-ÄÄ' = aJ, B\-A[Ä' = a,J, 



(^)=(^)=(4)=(^)=(^)- 



A 



Ist JQ^O (mod.4 oder 8), so ist ebenso bezw. (p^f^f^^Eipi (mod.4 
oder 8). Ist übrigens die Uebereinstimmung aller Charaktere von cp und 
(Pi bis auf einen nachgewiesen, so muss sie auch für den letzten stattfinden, 
weswegen die Fälle i2^" ^ 2, 3, 4, 6, 7 (mod.8) keiner weiteren Unter- 
suchung bedürfen. 

Nach Art. 4 stellt somit /i auch die Form q) dar unter den daselbst 
aufgestellten Bedingungen, wo jetzt aber 6 und 0' in £2 aufgehen müssen, 
weil M=Ä' zu J prim ist, und wo an Stelle von (p überall f gesetzt 
werden kann. Da nun beide Formen / und /l die binäre Form ip darstellen, 
in deren Determinante £2A' der Factor Ä' eine in 2J nicht aufgehende 
Primzahl ist, so sind sie (Art. 2) äquivalent. Bezeichnet man noch die 
höchste in 12 aufgehende Potenz von 2 mit 2^, so lassen sich demnach für 
die Aequivalenz von f und /i folgende Bedingungen als hinreichend (wenn 
auch nicht nothwendig) aufstellen: 



(i-) 



o&M (^)=-(^), (i)=a) 



für jede ungerade Primzahl 0\ welche zugleich in i2 und J^^ 
aber nicht in J^ aufgeht, und jeden gemeinschaftlichen Prim- 
factor 6 von i2 und Ji\ ausserdem 

wenn a = 0, 1 oder 3, t>2 :/=a (mod.8); 

wenn a = 2 oder 4 und t >> 1 

oder T = und F =e —12 (mod. 4) 

Ist a = öl, so sind ganz ebenso F und Fi, daher auch f und ^ äqui- 
valent, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 



:/'=a (mod.4). 




(IL) 



}:/? = « (mod. 4). 
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für jede ungerade Primzahl i;', welche zugleich in J und ßz, 
aber nicht in £i^ aufgeht, und jeden gemeinschaftlichen Primfactor 
Tj von J und i2i; ausserdem 

wenn t = 0, 1 oder 3, a>2 :F^2l (mod.8); 

wenn t = 2 oder 4 und a > 1 

oder a = 0, f^i—J (mod. 4) 

Hierbei hat 21 in Bezug auf 12 dieselbe Bedeutung, wie a in Bezug 
auf J. 

Ist weder a = «i, noch A* = A[\ so stellt immerhin die Form f unter 
den Bedingungen (I.) jede binäre Form dar, welche mit (a, b", a') in das- 
selbe Geschlecht gehört, somit alle Primzahlen, welche in gewissen durch 
den quadratischen Charakter von (o, 6", a') bedingten Linearformen 
4:i2Ä'x+k enthalten sind. Ebenso stellt fi alle Primzahlen dar, welche in 
gewissen durch das Geschlecht von (aj, b\\ a[) bedingten Linearformen 
4:S2AiX+ki enthalten sind. Da aber f und /i demselben Geschlecht ange- 
hören, so ist (— ) = (— ) in Bezug auf jeden ungeraden Primfactor co von 12. 

Es handelt sich jetzt nur noch darum, die Uebereinstimmung von a und «i 
in Bezug auf die Moduln 4 oder 8 nachzuweisen, wobei folgende Fälle zu 
unterscheiden sind: 

1". i2 = 1 (mod. 2). 

In diesem Falle haben die Formen (a, b"y a') und (a„ 6", aj), also 
auch k und A,, nur dann jede einen bestimmten Charakter (mod. 4), wenn 
nA' = 12/11' = 3 (mod. 4) ist, also A" = A[' (mod. 4), und da aus der Glei- 
chung, welche die Existenzbedingung ternärer Geschlechter ausdrückt*), 
wenn J ^1 (mod. 2) oder e^ (mod. 4) ist, 

folgt, SO muss sein 

a=iT Gl (mod. 4). 

Ist ^ ^ 2 (mod. 4), also -i/a e= ±2 (mod. 8), so kann man immer annehmen, 
dass A" und Äl nicht beide ^ 3i2 (mod. 4) seien, da man durch die For- 



♦) Smt/Ä, a. a. 0. Art. 8. 
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men (^", B, Ä) und (A[', JBi, ^5) Zahlen darstellen kann, die beliebig con- 
gment +1 (mod. 4) sind. 

2'\ £1 = 2 (mod. 4). 

Aus der Existenzbedingung ternärer Geschlechter folgt, wenn 

J ^l (mod. 2) oder =: (mod. 4) 
ist, die Gleichung 



(-1) 2 2 • 8 ^ (_1) 2 2 8 ^ 

Ist J=:0 (mod. 4), so muss A"^A[' (mod. 4) sein, da F^F^ (mod. 4) 
und daher, wenn SIA' = nA[' = 2 (mod. 8), also n^A" = n,A[' = 1 (mod. 4): 

(-1) « = (-1) « ; 
hingegen wenn £2A" f= £2A[' ^5 6 (mod. 8), da 

Aizi^^>=l+^ („od. 2): 

g — 1 a^ — 1 gi — 1 gj — 1 



(-1) 2 « = (-1) 2 « ; 

d. h. die Formen (a^ b", a) und (ai, fe|', aj) haben denselben Charakter (mod. 8). 
Ist J^\ (mod. 2), so kommt der Fall A'^—A^ (mod. 4) nicht in Be- 
tracht, weil dann die Formen (a^b'^^a) und (ai,6r,al) immer wenigstens 
in einem der Reste 1, 3, 5, 7 (mod. 8) übereinstimmen, und der Fall A'^Ai 
(mod. 4) erledigt sich wie vorhin. 

Ist J ^2 (mod. 4), so sind die Determinanten von (-4", B^ A) und 
(yi", JBi, A[) congruent + 2 (mod. 8), und man kann es immer so einrichten, 
dass A^ =5 —^5' (mod. 4) wird, und dann können auch a und a, gleiche 
Beste, mod. 8, erhalten. 

3". i2 = (mod. 4). 

Je nachdem i2 ^i 4 oder ee: (mod. 8), muss a^z^a^ (mod. 4 oder 8) 
sein, da f und ^ demselben Geschlecht angehören. 

Da A^ und AI von einander verschiedene Primzahlen sind, ergiebt 
sich also in allen Fällen, dass wenigstens eine der Linearformen 4c£lA'x+k 
mit wenigstens einer der Linearformen 4i2^1'a;+&i verträglich ist. Also 
haben diese Linearformen eine gewisse Anzahl (wenigstens eine) von Linear- 
formen 4i2^"i4['a?+/ gemein, und die Formen f und f^ können alle in den 
letzteren Linearformen enthaltenen (unendlich vielen) Primzahlen gemeinschaft- 
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lieh darstellen. Deswegen kann man sieh diese Formen immer so trans- 
formirt denken , dass a = Oi wird , womit die Sache auf den vorigen Fall 
zurückgeführt und der Satz bewiesen ist: 

Zwei eigentlich primitive indefinite temäre Formen^ deren adjungirte 
ebenfalls eigentlich primitiv sind, und welche demselben Geschlechte der In- 
Varianten S2, J angehören, sind immer äquivalent, wenn die Bedingungen (L) 
und (IL) erfüllt sind. 

7. Es bleibt noch der Fall zu behandeln, dass von den Formen f 
und F die eine uneigentlich primitiv und somit die andere eigentlich primitiv 
ist. Da der Beweis sich ganz ähnlich gestaltet wie vorhin , wird eine 
kürzere Behandlung genügen. 

Ist die Form f uneigentlich primitiv, so ist S2 ungerade, J gerade, 

und / kann in eine ihr äquivalente Form U' f^,' ^„) mit der adjungirten 

/A A' A'\ 

\B b' B") transformirt werden, so dass |o und A" von einander verschie- 
dene Primzahlen werden, die in £2J nicht aufgehen. Es seien nun 

uneigentlich primitive Formen, die demselben Geschlecht der Invarianten 
S2, J angehören, mit den adjungirten 

A^ A ^ A \ „ fA^^ i4j, iij' 






wo ^a, ^ai, Ä\ Äl Primzahlen bedeuten, die in Ü.J nicht aufgehen, und 
\a von Ä' , \ax von AI verschieden ist. 

Ist -4" = -4,", so sind {p = (a, 6", a'), yi = (ai, 61', aj) uneigentlich 
primitive Formen der Determinante ilA\ die in dasselbe Geschlecht ge- 
hören, woraus nach Art. 5 folgt, dass f^ auch (p darstellt und daher mit f 
äquivalent ist, wenn die Bedingungen erfüllt sind: 

cm.) »<4, {^ = -{=?^, (/.) = (|-), 

WO a in der Bedeutung des Art. 5, ff und d in derjenigen des Art. 6 zu 
verstehen sind. 

Ist a = öl, so sind * = (Ä', B, A) und *i = {Al^ JB^, A^) eigentlich 
primitive Formen der Determinante Ja, die demselben Geschlecht angehören 
(es ist £1A' ^- £1AI zml (mod. 4), daher A' ^^ A^ (mod. 4)), woraus nach 



(IV.) 
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Art. 4 folgt, dass F^ auch ^ darstellt and daher mit F äquivalent ist, wenn 
die Bedingungen erfüllt sind: 

ausserdem wenn (t>1: F^8l (mod. 8), 

wo ?y, 17', Sl wiederum dasselbe bedeuten wie im vorigen Artikel. 

Ist weder a = ai, noch A" = ^4", so lassen sich unter den Bedingungen 
(III.) zunächst Linearformen 4:£2A'x+k, 4S2A['x+ki angeben, welche nur 
solche Primzahlen enthalten, die sich bezw. durch \f und ^/i darstellen 
lassen, und welche eine gewisse Anzahl von Linearformen 4:i2Ä'AiX+l 
gemein haben. Die in letzterer Form enthaltenen Primzahlen lassen sich 
also durch ^f und ^fi zugleich darstellen, und daher können f und fi so 
transformirt werden, dass ihr erster Coefficient gleich dem Doppelten einer 
dieser Primzahlen wird. Damit ist die Sache auf den eben behandelten 
Fall a = Gl reducirt und der Satz bewiesen : 

Wenn s^wei uneigentlich primitive indefinite temäre Formen der In- 
varianten £2, J einem und demselben Geschlecht angehören, das den Bedingungen 
(III.) und (IV.) genügt y so sind sie äquivalent, 

Speciell gilt der Satz: 

Zwei primitive indefinite temäre Formen sind äquivalent, wenn sie 
demselben Geschlecht angehören und ihre Invarianten weder durch 4 theilbar 
sind, noch einen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler haben. 
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lieh darstellen. Deswegen kann man sich diese Formen immer so trans- 
formirt denken , dass a = «i wird , womit die Sache auf den vorigen Fall 
zurückgeführt und der Satz bewiesen ist: 

Zwei eigentlich primiliee indefinite temäre Farmen, deren adjungirte 
ebenfalls eigentlich primiHe sind, und welche demselben Geschlechte der In- 
varianten £2, J angehören, sind immer äquivalent, wenn die Bedingungen (L) 
und (II.) erfüllt sind. 

7. Es bleibt noch der Fall zu behandeln, dass von den Formen f 
und F die eine uneigentlich primitiv und somit die andere eigentlich primitiv 
ist. Da der Beweis sich ganz ähnlich gestaltet wie vorhin , wird eine 
kürzere Behandlung genügen. 

Ist die Form f uneigentlich primitiv, so ist i2 ungerade, J gerade^ 

,' .,' ,,fj mit der adjungirten 

/A A' A'\ 

\B b' B") t^Äi^ö^örmirt werden, so dass |a und Ä' von einander verschie- 
dene Primzahlen werden, die in £2J nicht aufgehen. Es seien nun 

/a, a\ a"\ . _ /a„ <, <>. 
'"^b, 6', W' ''^^b,, b\, b'[J 

uneigentlich primitive Formen, die demselben Geschlecht der Invarianten 
il, J angehören, mit den adjungirten 

^ ~ vß, B\ ß'v' ' "'^, «;, B'y' 

wo ^a, ^i, A'\ A[' Primzahlen bedeuten, die in S2J nicht aufgehen, und 
^a von A", |ai von A'i verschieden ist. 

Ist A" = A[\ so sind (f = (a, b'\ o'), yi = (ai, 6", aj) uneigentlich 
primitive Formen der Determinante £iA", die in dasselbe Geschlecht ge- 
hören, woraus nach Art. 5 folgt, dass f^ auch ip darstellt und daher mit f 
äquivalent ist, wenn die Bedingungen erfüllt sind: 

(111.) »<4; {L)^-{=^-), (-f.) = (|_), 

WO a in der Bedeutung des Art. 5, ff und 6 in derjenigen des Art 6 zu 
verstehen sind. 

Ist a==ai, so sind * = (A', B, A) und *i = (>4i', JBi, A[) eigentlich 
primitive Formen der Determinante Ja, die demselben Geschlecht angehören 
(es ist £2A" hit^ £2A[' e^ 1 (mod. 4), daher A" e^ A[' (mod. 4)), woraus nach 
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Art. 4 folgt, dass F^ auch ^ darstellt und daher mit F äquivalent ist, wenn 
die Bedingungen erfüllt sind: 

ausserdem wenn (t>1: F^^U (mod. 8), 

wo 17, 17', Sl wiederum dasselbe bedeuten wie im vorigen Artikel. 

Ist weder a = ai, noch A" =■ A'i, so lassen sich unter den Bedingungen 
(IIL) zunächst Linearformen 4:£2A'x+k, AQA'iX+ki angeben, welche nur 
solche Primzahlen enthalten, die sich bezw. durch ^f und ^^ darstellen 
lassen, und welche eine gewisse Anzahl von Linearformen 4:S2A"ÄiX+t 
gemein haben. Die in letzterer Form enthaltenen Primzahlen lassen sich 
also durch ^f und ^fi zugleich darstellen, und daher können f und ^ so 
transformirt werden, dass ihr erster Coefficient gleich dem Doppelten einer 
dieser Primzahlen wird. Damit ist die Sache auf den eben behandelten 
Fall a = Ol reducirt und der Satz bewiesen : 

Wenn sooei uneigentlich primitive indefinite temäre Formen der In- 
varianten S2, J einem und demselben Geschlecht angehören, das den Bedingungen 
(III.) und (IV.) genügt y so sind sie äquivalent. 

Speciell gilt der Satz: 

Zwei primitive indefinite temäre Formen sind äquivalent, wenn sie 
demselben Geschlecht angehören und ihre Invarianten weder durch 4 theilbar 
sind, noch einen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler haben. 
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nar der Lichtäther sein kann, wenn nach der Substitution (6.) identisch: 

(7.) |j^ = 2Vl, 

ist. 

Anstatt nun die Substitutionen (6.) in F zu machen, und die alsdann 
verschwindenden Terme fortzulassen, kann man nun offenbar auch den Rest 
von F flir das Divisorensystem 

(8.) i»f cx) (^,,- i?, f..-2i,A,) ci^k)^ 

oder ein ihm äquivalentes betrachten. Um diese Untersuchung einfacher 
durchfuhren zu können, trennen wir in. der Form F die beiden Systeme 
Sny ^22, ^33; ^23, ^31, ^12 vou eluandcr, dann lässt sich dieselbe offenbar 
folgendermassen schreiben: 

(9.) F = Fo(?n, ^22, Siz)+B(ßny I22, I33; ^23^ ^3u ^i2)+'^i(^23^ ^31, ^n)? 

wo F(, und Fl quadratische Formen bedeuten, und B eine bilineare Form 
ihrer Argumente ist. Man kann nun das Modulsystem (8.) leicht durch ein 
äquivalentes M' ersetzen, für welches in dem Ausdrucke von F in (9.) die 
letzte Form Fi($23, ^31, ^12) fehlt. Berücksichtigt man nämlich, dass die sechs 
Ausdrücke: 

(10.) ^*-4f.,.f^, §.-..^.-2^,.^^ 

bei der Substitution (6.) verschwinden, dass sie also den Elementen des 
Divisorensystemes (8.) hinzugefügt werden können, ohne dasselbe zu ändern, 
so erkennt man, dass für das so veränderte Modulsystem M' alle Terme 
der Form F^ durch solche ersetzt werden können, welche einer der Formen 
Fu oder B angehören. Es ist also: 

F=F,(f,)+ß(^.; ^«) moA.(M') f'Vj''*'). 

Es sind dann alle Terme von F,j und B nach der Substitution (6.) beziehlich 
von der Form i-il^ und l^iKK (*^0; dieselben sind dann also sämmtlich von 
einander verschieden, und man erkennt leicht, dass alle Terme von B und nur 
sie mindestens eine der Grössen l^, Aj, *3 nur in der ersten Potenz enthalten. 
Denkt man sich aber den so erhaltenen Ausdruck von F nach der 
Substitution (6.) nach Potenzen der A, entwickelt, so ergiebt sich aus der 
Bedingung (7.), dass alle Glieder, welche eine der Grössen A, nur in der 
ersten Potenz enthalten, verschwinden müssen. Nach der soeben gemachten 
Bemerkung muss also die ganze bilineare Form B fortfallen, und man erhält 
als nothwendige Bedingung: 

(11.) F= Fo(i-,) = 2a,,l,§,, mod. (M^ 
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Dann nehmen aber die Gleichungen (7.) die Form an 






oder 

dF, __ dF, _dF, __y 

und hieraus folgt durch nochmalige Differentiation: 

wo Oo eine von i und k unabhängige Constente bedeutet; nach dem Euler-- 
sehen Satze tlber homogene Functionen ergiebt sich also für die Form F^ 
der Ausdruck: 

Substituirt man diesen Werth von F,, in die Bedingung (11.) und 
ersetzt dort die Congruenz für das Modulsystem (JH') durch die ihr ent- 
sprechende Gleichung, so ergiebt sich, dass sich das Potential F dann und 
nur dann auf den Lichtäther in einem krystallinischen festen Körper be- 
ziehen kann, wenn 

F = au(fn + ^22+^33)' 
(12.) < +a„(§^^-4f,2^33) + a22(l^l-4^33^n) + Ö33(^12-4|H^22) 

+ 2a,2(§3ll32— 2^33$l2) + 2023(ll2^13— 2fn^23) + 2a3i(f23^2l--2f22l3l) 

ist, wo o» und die Grössen a^ willkürliche Constanten bedeuten. 

Giebt man den Indices i, k, t alle Werthe zwischen 1 und n, wo n 
eine beliebige ganze Zahl ist, so erhält man die Lösung des entsprechenden 
Problems für eine quadratische Form F(ßij^ von 2» Variablen. 

Die hier behandelte einfache Aufgabe ist zuerst von Green (Trans- 
actions of the Cambridge Philosophical Society 1839) und später von G. Kirch- 
hoff in seinen ersten Vorlesungen über Elasticitätstheorie und Optik gelöst 
worden. Die Discussion der Bedingungsgleichungen führte hier durch Coef- 
ficientenvergleichung auf 15 einfache lineare Relationen zwischen den 21 
Coefficienten von F, durch deren Auflösung sich dann die Form (12.) des 
Potentiales ergab. Später wurde diese etwas ausgedehnte Untersuchung 
fortgelassen und nur ihr Kesultet und die Verification desselben angegeben, 
und dasselbe ist dann auch in der demnächst erscheinenden Herausgabe dieser 
Vorlesungen geschehen. Die kleine dort entstandene Lücke soll durch die 
obigen einfachen Bemerkungen ausgefüllt werden. 
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Anwendung der Modulsysteme auf eine Frage 

der Determinantentheorie. 

(Von Herrn E, Netto in Giessen.) 



Jjs giebt in der Algebra eine ganze Reibe elementarer Probleme, die 
noch der Lösung harren. Die Anwendung der Modulsysteme auf die ver- 
schiedensten Fragen hat nicht nur eine Fülle solcher Aufgaben ans Licht 
gezogen, sondern auch die Mittel zu ihrer Behandlung geliefert. Die Arbeiten 
des Herrn L Kronecker liefern reichhaltige Belege hierfür. 

Im Bande CVII dieses Journals hat Herr Kronecker die Beziehung 
der beiden reciproken Systeme 

zu einander untersucht. Dabei bedeuten die «, v beliebige Variable; J'j,* 
ist, wie gewöhnlich, gleich 1 oder 0, je nachdem g, h einander gleich oder 
von einander verschieden sind. Dass beide Systeme (L) einander äquivalent 
seien, leuchtet aus ihrem reciproken Verhältnisse sofort ein; aber erst der 
Begriff der Modulsysteme führt zu der präciseu Frage nach einer Darstellung 

der Mgf, als homogener, linearer Functionen der M^j, mit ganzzahligen, dem 
Gebiete der u, v angehörigen Coefficienten. Herr Kronecker ist dabei (a. 
a. 0. S. 260) zu einer Formel (Ä".) gelangt, in welcher die Darstellung 
derart gegeben ist, dass die Dimension der Coefficienten bis zur Zahl 2» 
aufsteigt. Herr Kronecker fügt hinzu: „diese Relation scheint aber noch 
einer Vereinfachung fähig zu sein; wenigstens habe ich für den Fall « = 2 
Relationen gefunden, deren Dimension nur 4 ist; ... aber für beliebige Zahlen 
n muss die Ermittelung der Relation niedrigster Dimension 

(2.) M,, = 2! F^^^ M^,, (17, A, .-, * = 1, 2. . . . «) 

weiterer Untersuchung vorbehalten bleiben''. 

Ich habe diese Frage zwar bisher in ihrer Allgemeinheit nicht za 
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Üb 



löseu vermocLt; da ich aber zu einer Relation (2.) gelangt bin, deren Di* 
mension in den F^^^ nur bis (2«— 2) steigt, so dass gegen die KroneckerQche 
Formel eine Erniedrigung um zwei Einheiten erreicht wird, so scheint mir 
das Resultat doch der Mittheilung werth zu sein. 
Wir setzen 



componiren wir nun die beiden Systeme 



= V. 



9 



0, * = !, 2, ... n)5 



u 



in 



• • • 



u 



In 






• • • 



***— 1,« 



u 



nl) 



• • • 



U 



n^n 



'in 



• • • 



^1,1— n ^M+n • • • ^1,« 



^nl^ 



^n,i-l? ^n.i-4-l7 • • • ^»,1 



SO ergiebt sich 

(3.) ^V,,U^, = \Mr. + ^rs\ fci*:'i-i;'.:i,...n). 

9 v# SS» 1, ... t— 1, »-hl, ... n/ 

Hieraus folgt also nebenbei 



und ebenso 



9 



(9t *» »1 t=al, 2, ... n) 



(9, A, /, * = 1, 2, . . . n). 



Für die linke Seite der Gleichung (3.) erhält man sofort noch die 
Determinanten-Darstellungen 



(4.) 



^11 • • • ^I,i-1 ^Ik ^I,i + 1 • • • ^1» 
^n\ • • • ^^11,1—1 ^nk ^n,i+l * ' ' ^nn 



Uli • • • ^'it— 1,1 '''^il ^'jb+l,! • • • ^«I 
Win • • • ***— l,n Mn ^k-^\,n • • • ^nn 



80 dass jede Seite von (4.) gleich der rechten Seite von (3.) oder auch 
^dn (modd.ifpA) gesetzt werden kann. — 

Berechnet man nun v^ aus den beiden Gleichungssystemen 

^^i9^9h = ^ih+^ih, ^fihg^ffk = ^hk + ^hk 
9 9 

und setzt die Resultate einander gleich, so zeigt sich, dass 

i:u,XM9k+^k) = 2:t/,,(Ä,,+cJ.,) 



(«7, A, », *=1, . . . n) 
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und folglich auch 

(5.) ^UigM^ = 2U,j,Mig {g,uh=\.%...n) 

9 9 

ist Auf ähnliche Weise erhält man 

(6.) ^y^kM^ = ^VigÜgk (,,/,*= 1.2,...!.). 

9 9 

Zu -diesen beiden Systemen (5.), (6.) können wir die beiden 

(7.) '2:«.<,lf^ =. HvgkMi,, 

9 ' 9 

_ ig, u *= 1, 2, ... ■) 

(8.) -2:«^^;, = ^»A 

9 9 

hinzunehmen, deren Richtigkeit ohne Weiteres ersichtlich wird, wenn man 

statt der M, M ihre Ausdrücke in den u, v einträgt. 

In (7.) und (5.) lassen wir jetzt t unbestimmt und setzen in (7.) för 
k die Werthe 1, 2, ... n— 1, in (5.) für * den Werth n. Aus den so er- 
haltenen n Gleichungen berechnen wir die M^^. Dann folgt unter Berück- 
sichtigung von (3.) und (4.) 

(9.) Ma\M,,+d,,\ = 2;v,r^U^M^,+2:U,J^M„ 

{y. A = 1. 2. ... «— 1; «, it. r, * = 1. 2, . . . «). 

Die Summation nach t erstreckt sich in der ersten Summe der rechten 
Seite eigentlich nur über » = 1, ... *— 1, A+l, ... n; sie kann aber offen- 
bar auch über t = k erstreckt werden. Die Determinante auf der linken 
Seite ist congruent 1 (modd. i/^»). Die Dimensionen der Coefficienten wie 
der Determinante betragen in den ti, 9 gerade 2fi— 2. Es ist also durch (9.) 
die versprochene Formel geliefert. 

Im Anschlüsse an den zweiten Theil der rechten Seite von (9.) sei 
bemerkt, dass man hat 
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Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen 

von vier Argumenten. 

(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 



Erster Absclmitt 
§ 1. 

Wenn man die Gleichungen betrachtet, die zwischen einem System 
von 4^ ThetÄfunctionen bestehen, so kann man sich die Aufgabe stellen, 
algebraische Functionen von einer oder mehreren Veränderlichen zu finden, 
die, für die einzelnen Theta eingesetzt, sämmtliche Gleichungen befriedigen. 
Dies nenne ich eine particuläre Lösung der Thetarelationen. Ist eine solche 
gegeben, so darf man stets, wenigstens für beschränkte Werthe der Argu- 
mente, die einzelnen Theta den algebraischen Ausdrücken proportional 
setzen. Die Argumente selbst werden dann Integrale, und es erfolgt schliess- 
lich, durch Anwendung des Additionstheorems, der Uebergang von der 
particulären Lösung zur allgemeinen. Diese Auffassung, sowie den Plan, 
namentlich die ^6e/schen Functionen von vier Variablen auf Grund der 
Thetarelationen zu behandeln, verdanke ich Mittheilungen, die mir über 
das Problem Herr Weierstrass im Jahre 1875 gemacht hat 

So entspringt die Darstellung, welche gewöhnlich den Abehchen 
Functionen zweier Variablen gegeben wird, aus derjenigen Particular-Lö- 
sung, in der eins der 16 Theta, gleichviel welches, den Werth hat. Ich 
berühre diesen Fall mit einigen Worten. Es sei 0(u, v!) eine Function 
des Systems. Dann können die Quadrate der 15 übrigen linear-homogen 
durch & und die drei Producte von 0^ mit den zweiten Ableitungen von 
log ausgedrückt wepden. Setzt map nun = 0, so geht 



(duy 



( de V 



02 g'iog® jjj de de 

dudu' du du* ' 



(du'y 



/ de V 



du' 
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über. Unter der Annahme = wird also jede andere Thetafunction 
gleich der Quadratwurzel aus einer homogenen Function zweiten Grades 

d@ dQ 

von -^ — und -^-r- Führt man jetzt als Hülfsgrösse ein: 

Ö0 

"du 



de ~ ^' 



du' 

oder, was wegen der Gleichung dO = dasselbe ist: 

du' 



du "" ^' 



so werden die 15 von verschiedenen Theta proportional den Quadrat- 
wurzeln aus 15 ganzen Functionen zweiten Grades von x: 

dG 



0. = l^G„X^) 



du' 



Es ist leicht, diese Ausdrücke G^(x) genauer zu charakterisiren. 
Da es sechs ungerade Theta giebt, so existiren sechs halbe Perioden, denen 
wir die Indices 1, 2, ... 6 geben, von solcher Beschaffenheit, dass durch 
jede unser ausgewähltes in ein ungerades Theta verwandelt wird. Diese 
ungeraden Theta, 0i, 02, ... 0f„ bilden eine azygetische Reihe; das heisst: 
wenn man irgend drei der Grössen herausgreift, 0«, 0ß, 0^, und die er- 
gänzende Function 0«^^ aufsucht, die den Quotienten 

0a0ß 

&r &aßr 

zu einer Abehchen Function macht, so ist diese Abelsche Function ungerade, 
und somit 0«^^ ein gerades Theta. 

Wir bilden nun die 15 zweigliedrigen Combinationen 12, 13, ... 56, 
die sich aus den sechs halben Perioden zusammensetzen lassen, und be- 
trachten die Functionen 0^^, die aus hervorgehen, indem man den Argu- 
menten diese halben Perioden aß hinzufügt. Dann hat 0«^ die Eigen- 
schaft, dass es durch die beiden halben Perioden a, (S, ebenso wie 0, in 
ungerade Functionen des Systems übergeführt wird. Vermehrt man aber die 
Argumente um eine der vier übrigen halben Perioden der Reihe 1, 2, ... 6, 
so geht zwar in ein ungerades, 0«^ aber in ein gerades Theta über. 

Da die sechs halben Perioden zu den Werthsystemen u, u' gehören, 
die der Bedingung = genügen, so muss einer jeden ein besonderer 
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Werth e« der Hülfsgrösse x entsprechen; da ferner 0«^ flir die beiden 
Perioden a, ß gleichzeitig mit verschwindet, so ist die entsprechende 
Function Gaß(x) gleich für a: = e« und x = e^. Die fünfzehn ganzen 
Functionen G^(x) sind daher bis auf constante Factoren mit den Producten 
(x—ßa) (x—Cß) identisch. 

Die Quadrate der Thetaquotienten — und somit überhaupt alle ge- 
raden ^66/schen Functionen — werden hierdurch rationale Functionen von x. 
Bildet man irgend eine ungerade Abekche Function y, so ist ihr Quadrat 
natürlich ebenfalls rational in x: 

und es kann jetzt jede ^6e/sche Function der betrachteten Klasse in der 
Form dargestellt werden: 

P{x)+Q(x)iR(x\ 

wo P und Q rational sind. Für y darf z. B. folgende Function gewählt 
werden : 






Es sei z irgend eine gerade i46e/sche Function von u, n. Dann 
sind -3—, ^-7 ungerade. Beschränkt man in dem Differential 

dz = -^^-du^-^-rdv! 

du du 

die Argumente durch die Gleichung = 0, so wird rf«i' = xdu, femer dz 
das Differential einer rationalen Function von x, endlich werden ^— , -^ 
Producte rationaler Functionen mit der irrationalen y. Da'her wird: 

, k(x)dx , , xX(x)dx 
du = — ^-^^ — , du = — ^"-^ — , 

y y 

wo auch l(x) eine rationale Function bedeutet. 



§ 2. 

Welche speciellen Annahmen zu machen sind, damit für (> = 3 die 
ungeraden Theta den 28 Wurzelfunctionen einer Curve vierter Ordnung 
proportional werden, dies ist bekannt. Aber es ist von Interesse, noch eine 
zweite, ganz andere particuläre Lösung ins Auge zu fassen, vermöge deren 
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die Abekchen Functionen dreier Variabein sich einreihen in die Klasse, die 
ich elliptisch-hyperelliptiöch nenne. Statt, wie flir p = 2, ein Theta gleich 
zu setzen, nehmen wir zwei Functionen 0^, 0^ gleich an. Dann 
werden die geraden Abehchen Functionen zwar nicht rational durch eine 
HUlfsgrösse x ausdrückbar sein, aber die zwischen ihnen bestehenden Glei- 
chungen sind vom Range eins. Es ist ganz gleichgültig, welche beiden 
Functionen 0„, 6^ aus dem System der 64 man auswählt. Denn erst drei 
Theta bilden eine Gruppe, der eine bestimmte, von der Wahl der Funda- 
mentalperioden und von der Vermehrung der Argumente um halbe Perioden 
unabhängige Eigenschaft zukommt: ihr azygetisches oder syzygetisches Ver- 
halten. In einer früheren Arbeit (dieses Journal Bd. 105, S. 269) hatte ich 
das System der 64 Theta behandelt, unter der Voraussetzung, dass eine 
Function, die ohne Index blieb, gleich gesetzt würde. Die übrigen 
wurden bezeichnet durch die Indices 1, 2, ... 7 und ihre Combinationen 

bis zur dritten Ordnung. Und zwar Hessen sich die 63 Quadrate 

GP f)^ 0^ 

proportional setzen speciellen homogenen Functionen vierten Grades 

von vier durch eine Gleichung sechsten Grades verbundenen Veränderlichen 
X, y, a, u. 

Alle diese L verschwinden in sieben festen Punkten (1), (2), . . . (7) 
von der zweiten Ordnung, L« im Punkte (a) sogar von der dritten, während 
die übrigen dadurch charakterisirt sind, dass ein Zerfallen eintritt: 

^aß = f^a.ßf^ß,ay 
I^aßr = '^aßy"aßr' 

G^ß = ist die Gleichung eines Kegels mit der Spitze in (et), der auch 
durch die übrigen Punkte, mit Ausnahme von (/?), hindurchgeht. F^ßy = 
ist die durch (a), (/5), (y) gelegte Ebene, H^ß^ = die Fläche dritten 
Grades, die gleichfalls durch («), (/3), (y) hindurchgeht, aber die vier 
übrigen Grundpunkte zu Doppelpunkten hat. Der Durchschnitt der Flächen 
Gaj = 0, Gß^a = ö liegt auf der Fläche sechsten Grades, in der sich der 
Punkt (x^ y, z, u) bewegen muss, damit die Gleichungen 

gelten. Dasselbe gilt von der Linie F^ßy — 0, H^ßy = 0. In beiden Fällen 
sind die Schnittcnrven elliptische. 
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Nehmen wir nun zur Gleichung = etwa noch die folgende: 

0,23 = 

hinzu, 80 wird der Punkt (x, y, », u) beschränkt auf die ebene Curve dritten 
Grades: 

^123 = 0, ^123 = 0. 

Wir können deshalb die vier Coordinaten x, y, », u proportional oder auch 
gleich setzen vier elliptischen Thetafunctionen dritten Grades einer Ver- 
änderlichen u>. Dadurch werden die Grössen L,„ elliptische ThetÄ vom 
zwölften Grade. Diese haben aber einen Factor sechsten Grades gemein- 
sam. Denn von den sieben Grundpunkten liegen (1), (2) und (3) auf der 
betrachteten Curve, und in diesen verschwindet jedes L„, von der zweiten 
Ordnung. Nach Absonderung dieses Factors bleiben nur Functionen sechs- 
ten Grades übrig, die ich Aj^(w) nenne: 



0^ = U^(u>)V. 
Damit ist bewiesen: 

Wenn man in dem System der 64 Theta irgend zwei, 0„ und 0^, 
gleich setzt, so werden die Quadrate der übrigen proportional 62 gleich- 
ändrigen elliptischen Thetafunctionen sechsten Grades einer Veränderlichen w. 

Die Gesammtheit aller geraden ^6e/schen Functionen geht dadurch 
in elliptische Functionen der Hülfsgrösse tr, mit bestimmten Perioden, über. 
Unter einer elliptischen Function schlechtweg verstehe ich weiterhin nur 
eine solche, die dieser Klasse angehört. 

Um das System der 62 Wurzelfunotionen iA„,{w) zu bestimmen^ 
dient folgende Betrachtung. 

Greift man aus den 64 Theta irgend eins, 0„, heraus, so giebt es^ 
28 halbe Perioden, ich will sie die Nullperioden von 0« nennen, durch die 
0« in ungerade Functionen übergeführt wird. 

Sind zwei Theta, 0^ und 06, gegeben, so haben diese 12 Null- 
perioden gemeinsam, die man in sechs Paare, (K, abK), ordnen kann. 
Denn lässt man K variiren, so ergeben sich im Ganzen sechs verschiedene 
Producte 0^x0^,^, in denen beide Factoren ungerade sind, und demnach 
sechs Paare halber Perioden, K, abK; L, abL; M, abM etc., die sowohl 0« 
als 0^ in ungerade Functionen verwandeln. Dieses System von sechs Pro- 
dncten ungerader Theta: 
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hat eine weitere Eigenschaft, auf die wir noch zurückkommen. Es ist eine 
azygetische Reihe; das heisst: wenn wir drei Theta aus drei verschiedenen 
Gliedern nehmen, z. B. 0«^, 0^^, 0„yf, und dann die ergänzende Function 
^aKLM hinzunehmen, für welche der Quotient 

&aK&aL 



0aM&aKLif 



eine Abehche Function darstellt, so ist diese i46e/sche Function eine unge- 
rade. Hieraus folgt, dass OaKLu ein gerades Theta sein muss, und ebenso Oöklu* 

Nun nehmen wir an, dass drei Functionen 0^, 0,„ 0^ gegeben sind. 
Dann sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 0«, 0^, 0^ syzygetisch 
oder azygetisch sind. 

Im ersteren Falle ist das Product 


und allgemeiner, für eine beliebige Periode K: 

0aK 0hK 0c K 0ubcK 

eine gerade Function. Wenn also 0aK9 ^bx, &ck ungerade sind, so ist der 
vierte Factor ebenfalls ungerade. Nun sind dies aber Thetaproducte 
zweiter Stufe mit der Basis (0, ab, ac, bc)^ und unter den acht verschie- 
denen Producten mit dieser Basis ist nur eins, das lauter ungerade Fac- 
toren enthält. Daraus schliessen wir, dass in diesem Fall vier gemeinsame 
Nullperioden von 0«, 0^, 0^ existiren, die eine Gruppe: 

(K, Kab, Kac, Kbc) 
bilden. 

Sind dagegen 0„, 0^, 0^ azygetisch, so ist 



Stets eine ungerade Function. Wenn also 0«^^, ^ok ungerade sind, so ist 
von den beiden folgenden Factoren, 0^^ und 0abcKy nothwendig der eine 
gerade, der andre ungerade. Bei jedem Paar K, abK gemeinsamer Null- 
perioden von 0«, 0ft ist deshalb die eine auch Nullperiode von 0^, die 
andere nicht. Demnach erhalten wir hier genau sechs halbe Perioden: 

K, L, M, N etc., 

die gleichzeitig 0„, 0,,, 0^ in ungerade Functionen überführen. Wir können 
hinzufügen, dass die Reihen: 
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^^aKf ^aL9 ^aM9 • • •» 
^bKy ^hLj ^bliy • • M 

azyge tische sind, und dass deshalb den componirten Indices aHLM, aKLN, 
bKLM etc. gerade Theta entsprechen. 

0„ und 0^ sind die beiden Functionen, die gleich gesetzt werden 
sollen. Aus den tlbrigen, und zwar aus der Gruppe derer, die zu 0„ und 
0p azygetisch sind, wählen wir irgend eine Function aus, die wir als 0„ 
bezeichnen. 0„y 0^ und 0^ haben dann sechs Nullperioden gemeinsam, 
denen wir die Indices 1, 2, ... 6 beilegen. Wir fassen nun: 

<^n, 0^, &a «nd 0„^a 

als Grundfunctionen auf und lassen hieraus die 60 übrigen entspringen, 
indem wir zu den Argumenten die 15 zweigliedrigen Combinationen der 
halben Perioden 1, 2, ... 6 hinzufügen. Demnach sind diese abgeleiteten 
Theta als: 

^aßn, ^aßo, (=>aßa, (=>aßn^a ^«^ = '2' '^^ '" "^^ 

ZU bezeichnen. Es ist jetzt leicht, für jede einzelne die vier oder sechs 
Nullperioden anzugeben, die sie mit 0^ und 0^ gemeinsam hat. Sie können 
nur in der Reihe: 

1, 2, ... 6, InQ^ 271Q, . . . &71Q 

enthalten sein. Zu 0^ gehört die Reihe 1, 2, ... 6; daher sind: 

im ^2ny • • • ^6715 
^1^5 ^2^5 • • • ^6^5 
^\ai ^2aj • • • ^60 

ungerade. Weil femer diese Reihen azygetisch sind, so sind: 



^12ia> • • • 

gerade. Endlich, da 0„, 0^, 0^ azygetisch sind, so haben die Producte: 

01n ^\o 0\a 01n^ü9 
0l23n 0123^ 0123<y 0l23nQa 

ungeraden Charakter, und deshalb ist 0i„^„ gerade, ©12371^0 dagegen unge- 

Joornal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 2. 20 



154 F. Schoitky, Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen. 

rade. Ungerade sind also: 



gerade hingegen: 



A) /^ /^ A) • 

^any ^a^9 ^aoi ^aßynqoy 



O f) f) ^ ß 

^aßr7i9 ^aßrgy ^aftyay ^angay 





Qn,c 


n 


11 




Ouo 


5? 


11 






n 


11 


012. 


und 0,2^ 


11 


11 



wenn wir unter a irgend einen der Indices 1, 2, ... 6, unter aßy irgend 
eine Combination von drei verschiedenen dieser Zahlen verstehen. 
So ergiebt sich, dass 

0a die Nullperioden 1, 2, 3, ... 6, 

1, 2, SnQy 4:7iQ, . . . ßnQ, 
InQy 27iQy 3, 4, 5, 6, 
1, 2, Itiq, 27r() 

mit 0^ und 0^ gemeinsam hat. Die 30 Grössen 0aßn3 ^aß^ bilden deshalb 
die Gruppe derer, die zu &„, ©^ syzygetisch sind. 

Nehmen wir z. B. die dritte Reihe; so geht durch diese 

©12a m &2ay &la9 ©123;r^<y^ ©124/r^/7 5 • • • ®12G/i^a 

über, Functionen, die sämmtlich ungerade sind. 

Setzt man eine der 12 halben Perioden fUr die Argumente ein, so 
wird ©;, = 0, ©^ = 0. Deshalb muss jeder ein besonderer Congruenzwerth 
der Hülfsgrösse w entsprechen. Wir bezeichnen diese Werthe 

öl, 02? ... öti, OiHQi • • • ^dno 

durch dieselben Indices, wie die zugehörigen halben Perioden. Dann wird: 

Aa(w) = für a? = a,, 02, ... a^j, 

A„^„(w) = für M? = ai;,^, . . . Oq^^, 

^i2o(«^) = für tr = ai, «2? Oin^y • • • «671^^ 

Ai2n(^) und ^i2e(tt^) = für tr = ai, »2, <*ingy (hn^^ 

Für die Grössen A„,(u)) der azygetischen Gruppe sind hierdurch die 
Nullpunkte vollständig gegeben, für die der andern Gruppe dagegen nicht 

Nun muss aber der Quotient je zweier A„,(u)) eine elliptische Func- 
tion von w sein, und deshalb die Summe der sechs NuUwerthe für jedes 
A„,{tD) denselben, von dem Index m unabhängigen Congruenzwerth haben. 
Vergleicht man in dieser Hinsicht die Nullpunkte von A^t^^ und Ai2„y so 
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ergiebt sich, da die Punkte (hjj^, a^^^, as„^, a^j^^ beiden gemeinsam sind: 
Ebenso ist: 

Ö2/ie+Ö3ne ^«2+03; 

folglich: 

Es haben demnach die sechs Differenzen aang—a^ denselben Con- 
gruenzwerth, und dieser Werth ist eine halbe Periode, die co genannt werden 
möge. Congraent oder eine ganze Periode kann w nicht sein, da a^jt^ 
noth wendig von o« verschieden ist. Statt o«^^ dürfen wir jetzt 0«+^ setzien. 

Nun sei f(fv) die ungerade elliptische Thetafunction ersten Grades, 
und g(w) diejenige gerade, die aus f(w) entspringt, indem man tc um (o 
vermehrt. Dann ist 

und die übrigen Grössen A^^^, ^aßa» ^aßnqa der azygetischen Gruppe ent- 
springen hieraus, indem man bei einer geraden Anzahl von Factoren dieses 
Products das Functionszeichen f durch g ersetzt; abgesehen davon, dass 
der constente Factor C„ sich ebenfalls ändert. Für das System dieser 32 
Functionen stellen wir demnach die Formen auf: 

Aaßo(y>) = Caßaf(f^-aa)t(fv-aß)g(w-a,)g(W'-'ax)..., 

wo X, X, . . . die vier von a, ß verschiedenen Indices der Reihe 1 bis 6 
bedeuten. 

Wir können jetzt auch eine ungerade ^6e/sche Function durch w 
ausdrücken. Eine solche ist 

— ®l2a 013a 
^ "" 023a0a ' 

denn sie geht aus der offenbar ungeraden: 



&2a&3a 
Oma 010 



20 



156 ^* Schottky, Theorie der elliptisch-hy per elliptischen Functionen. 

liervor, indem man die Argumente um eine halbe Periode vermehrt. Hier 
ergiebt sich: 

oder, wenn wir: 
setzen : 



ti = Const. i <w-^,) 



Nun wird jede beliebige i46c/8che Function in der Form i(«?) + u(tt?)y dar- 
stellbar sein, wo X und fi elliptische Functionen bedeuten. Da aber: 



ist, so folgt: 





|/ AnQo Const. 


Qa 


^ Aa |^c(tt?—o,)e(tt?— ö,)...c(ir — 0,) 




^^^'^ = Const. , ^ , . 



Dieser Quotient ist also das Product von y mit einer eindeutigen Function 
von IT. 

Die letzte Bemerkung dient dazu, um jetzt auch die Nullpunkte der 
30 noch übrigen Functionen A^ßj^ und Aaß^ vollständig zu bestimmen. Der 
Quotient : 

ist eine elliptische Function zweiten Grades, da Zähler und Nenner vier 
Nullpunkte gemeinsam haben. Diese ist aber das Quadrat einer eindeutigen 
Function. Denn 

ist eine ^öe/sche Function, und zwar eine ungerade, da sie aus 

^an ^ßnoa 
Qaq 0ßa 

durch Vermehrung der Argumente um eine halbe Periode entspringt. Sie 
ist deshalb darstellbar als Product von y mit einer elliptischen Function 
von w. Weil aber andererseits 

-1^ = >^*:/tö, -^ = Const. -^— V 
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die Formen feststellen: 

Aaßn(^) = Caßnh(w-Oa)h(w-a^)f^(w + aa+aß), 

wo wir für das Product f(fv)g(fv) das Funetionszeichen h(w) eingeführt haben. 
Man könnte noch fordern, dass die constänten Factoren C^, C^^af 
Caßn, Caß^, ^aßoy (^aßn^oy »owic die Nullwerthe der geraden Theta c^^^^, 
^aßyni ^aßyqi ^aßyo »Is Functionen der Parameter a« dargestellt werden. 
Hierfür existirt eine sehr einfache Methode, die ich indess nur andeuten 
will. Es wird der Werth 



+ 



Oanga 



gewonnen, indem man in 



c} 



TtQa 



0' 



aßnga 



fttr die Argumente die halbe Periode ß einsetzt. Daher ist: 

und wenn wir hier für A„^„ und A^ß^^a die gegebenen Ausdrücke einführen, 
so ergiebt sich: 

Dies lässt sich so schreiben: 

I ^anga ^aßJiQa ^ß 



wenn wir unter Cß das Product 

erstreckt über die fünf von ß verschiedenen Zahlen a, x, l, fi, v der Reihe 
1, 2, . • . 6, verstehen. Hieraus folgt aber, da man in der letzten Formel 
a mit ß vertauschen kann: 

c* = + — 

C'aßn,. = ±^-(e(a,-a^)y, 

wo höchstens die Vorzeichen noch von den Indices abhängen, Ar und / aber 
davon unabhängig sind. Aehnliche Ausdrücke lassen sich für die übrigen 
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der vorkommeDden ConBtanten angeben. Es tritt also auch in dieser Be- 
ziehung eine fast genaue Analogie mit den hyperelliptischen Functionen 
zu Tage. 

§3. 

Nach diesen Vorbemerkungen, die sich auf die Fälle p = 2, p = 3 
beziehen, gehen wir zu den Thetafunctionen von vier Variabein über. Das 
allgemeine Problem dieser Functionen ist ein sehr schwieriges. Die nach- 
folgende Untersuchung beschränkt sich aber auf den Fall, wo zwei Theta 
in dem System der 256 existiren, deren Entwickelung mit der zweiten Di- 
mension anfängt, und sie setzt nur die quadratischen Thetarelationen als 
bekannt voraus, die fast unmittelbar aus den Fundamentalsätzen folgen. 

Wenn man die 128 Thetaproducte erster Stufe bildet, die zu einer 
bestimmten halben Periode K gehören: Pa^®a®aK9 so sind hiervon 16 
linear-unabhängig. Aber sie zerfallen in gerade und ungerade Producte. 
Betrachtet man nur die geraden, so sind schon je neun durch eine lineare 
Gleichung verbunden. Es giebt nun unter diesen Gleichungen: 

auch solche, die nur aus sechs Gliedern bestehen. Allerdings müssen dann 
die sechs Producte in besonderer Weise ausgewählt sein. 

Erstens müssen alle zwölf auftretenden Theta entweder selbst gerade 
sein, oder doch aus geraden entspringen durch Vermehrung der Argumente 
um eine und dieselbe halbe Periode L. Diejenigen Thetarelationen, die nur 
gerade Theta enthalten, nennen wir ursprüngliche, die übrigen abgeleitete. 

Femer muss die Reihe der sechs Producte eine azygetische sein. 
Wenn also ®a®aKj ®h®bKi ®c®ck drei Glieder der Reihe sind, so müssen 
die ^6e/8chen Functionen: 

0c&abc ' &aö&abcK 

ungerade sein. In den ursprünglichen Relationen, wo 0«, ®aK etc. gerade 
Theta bedeuten, ist deshalb ®^c9 ®abcK ungerade. 

Diese Bedingungen sind hinreichend, und man kann den Satz aus- 
sprechen : Jede Reihe von sechs azygelischen Producten gerader Theta ist durch 
eine lineare Gleichung mit constanten Coefßcienten verbunden. 

Dies ist im Wesentlichen der einzige Satz, auf dem die Untersuchung 
basirt Nimmt man ihn an, so hat man sofort die Thetaformeln, die Herr 
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Noelher am Schluss seiner Arbeit: „Zur Theorie der Abehchen Functionen 
von vier Variabein", Math. Ann. Bd. 14, entwickelt hat. Die erste Kennt- 
niss dieser Formeln erhielt ich, schon vor der iVoe/Aerschen Arbeit, durch 
Herrn Weierstrass. 
Es sei: 

die azygetische Reihe; ©^^ ©„a etc. seien gerade, ©^^^ ®abc£ etc. dagegen 
ungerade. Durch Vermehrung der Argumente um eine willkürliche halbe 
Periode L entspringt die abgeleitete Reihe 

und zwischen deren Gliedern bestehe die Gleichung: 

Es ist dann leicht, die Coefficienten zu bestimmen. Durch die halbe Periode 
M geht der Quotient: 

über, wo (M, K, L) ein von den drei Perioden abhängiges Vorzeichen be- 
deutet, das den Bedingungen genügt: 

(/r, L, M) = {M, K, L) = (K, M, L) etc., 

(K, L, MN) = (/f, L, 3i)(/f, L, iV), 

(K, L, KL) = +1 für syzygetische, 

= — 1 für azygetische Perioden K, L. 

Hiernach lässt sich die Gleichung (1.), durch HinzufUgung der halben 
Periode afL zu den Argumenten, überführen in: 

(aß, af, afK)A@,0,,+ {arL, bf, bfK)B0^,&^,,^+-' = F@^&,^. 

Setzen wir jetzt die Argumente gleich 0, und bezeichnen, wie gewöhnlich, 
den Werth, auf den sich dadurch ein gerades &„, reducirt, mit c^, so folgt: 

(af, afK, afL)AcyCyic = Fc^c^k- 
Man darf also setzen: 

A = (af, afK, afL)c,c,x, ß ^ W, bfK, bfL)c^c,jc, etc., 
und erhält so die vollständig entwickelte Gleichung: 
(2.) (a/; afK, afL)c,,c,^&„,&,,^,^-^'-+(ef, efK, efL)c,c,j,@,r®eKL = c^c^^e^r^e^,,^. 
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Die drei Perioden, von denen das Vorzeichen des hingeschriebenen Gliedes 
auf der linken Seite abhängt, entspringen, indem man den ersten Index f 
des Products c^c^x^^j^^/kl mit den drei ersten von c^c^gOai^OagL combinirt 
Man kann die halbe Periode L so wählen, dass zwei Glieder dieser 
Gleichung, z. B.: 

Producte ungerader Theta werden, die übrigen dagegen nur gerade Theta 
enthalten. Setzt man dann die Argumente gleich 0, so folgt die vierglie- 
drige Constanten-Relatlon: 

Diese Formel lässt sich auch für sich auffassen, ohne Rücksicht auf die 
Thetarelation, aus der sie entstanden ist, und sie repräsentirt dann vielleicht 
eins der interessantesten Gleichungssysteme, die existiren. Die Perioden: 
0, K, Ly KL bilden eine syzygetische Gruppe. Für eine solche giebt es 
immer 10 Constanten zweiter Stufe: q^ = c^c^k^^i^^^ki, und aus diesem 
System von 10 Constanten lassen sich auf 15 Arten je vier: q^y qi, q^, qn, 
auswählen, die eine azygetische Reihe bilden (sodass klm, kln, kmn, Imn 
Indices ungerader Theta sind). Jede solche azygetische Reihe von vier 
Constanten zweiter Stufe ist durch eine lineare Relation verbunden , deren 
Coefficienten ±1 sind: 

(3.) (kn)qj,-]r(ln)qi+{mn)q^ = q^. 

Hier ist zur Abkürzung (m) für das Symbol (m, mK, mL) gesetzt. Auf 
dieser allgemeinen Formel beniht die algebraische Untersuchung, die in 
diesem ersten Abschnitt durchgeführt wird. 

Die entwickelten Formeln (2.), (3.) und die Eigenschaften des Vor- 
zeichens (K, L, M) gelten, wenn man die einzelnen Theta durch die Reihen: 

0(u, u', ...; |(J, ^€) 

definirt und hierbei unter jedem J den Werth oder —1, unter jedem « 
oder +1 versteht. (K, L, M) ist dann eine Potenz von —1, deren Ex- 
ponent durch die Summe gegeben wird: 

K L M L M K M K L 

CL. 

Wenn wir aber mehr Rücksicht nehmen auf das algebraische Pro- 
blem, als auf die Reihendarstellung der Functionen, so können wir, mit 
einer leichten Abänderung in der Definition der Theta, das Vorzeichen 
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{Ky L, M) auch anders definiren*). Wesentlich ist nur, dass die Eigen- 
schaften des Zeichens hestehen bleiben. Wir denken uns eine Fundamen- 
talreihe von 2p — also in unserm Falle von 8 — halben Perioden: 

Xf u^ ö^ • • • O 

gegeben, die zu je zweien azygetisch sind. Wir führen dann willkürlich 
fixirte alternirende Vorzeichen ein: 

(«1/^ (a, /»=!, 2, ...8; a^ß)^ 

sodass stets: 

(«1/9)031«) = -1 

ist. Ferner sei (a|a) definirt durch die Bedingung: 

(4.) (l|a)(2|a)...(a|a)...(8|a)= 1 (« = i,2,...8), 

und wir erweitem jetzt die Definition von («|/3), indem wir, wenn K, L 
beliebige Combinationen der Zahlen 1 bis 8 bedeuten, unter {K\L) das 
Doppelproduct 

(5.) (K\L) = nn{x\i) 

verstehen, erstreckt über alle Elemente x von K und l von L. Das Zeichen 

Ky L bedeute den gemeinsamen Theiler von K und L, d. h. die Combina- 
tion derjenigen Elemente, die K und L gemeinsam sind. Dann dürfen wir 
das Symbol (Ä, L, M) so definiren: 

(6.) {K, L, M) = (ff|£r^).(L|i^).(Jlf|ÄrL). 

Der Ausdruck ist hiernach als Product alternirender Vorzeichen aufzufassen. 
Wir tilgen noch einen Zusatz hinzu, der die Zerlegung erleichtert 
Für die Combination aller acht primitiven Indices möge ein besonderes 
Zeichen n gewählt werden: 

123. ..8 = n. 

m 

Die Gleichung (4.) lässt sich dann einfacher so darstellen: 

(n\a) = 1, 

■ 

und hieraus folgt sofort, dass auch für eine beliebige Combination K: 

(n\K) = 1 

ist. Nehmen wir nun in dem Symbol (K, L, M) die eine der drei Perioden, 
etwa My gleich n an, so wird, der letzten Formel zufolge, (M\K, L) gleich 
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+1, während L, M in L, M, K in K übergeht. Denn offenbar ist L selbst 
der gemeinsame Theiler von L nnd n. Daher ist: 

(Ä-, L, n) = (üf|i)(I|/0; 
also: 

(Ä, I, 7i) = +1 oder -1, 

je nachdem die Perioden K, L syzygetisch oder azygetisch sind. 

Eine Folge hiervon ist, dass (K, L, Mn) den gleichen Werth hat 
wie (KyL^M) oder den entgegengesetzten, je nachdem der eine oder der 
andere Fall eintrifft, je nachdem also die Producte ©a^airöa/i^ajrz gerade 
oder ungerade sind. 

Hiemach können wir, wenn M eine Combination von höherer als der 
vierten Ordnung ist, diese in dem Zeichen (Ä, L, M) ersetzen durch die com- 
plementäre Mn, die dann von niedrigerer Ordnung ist. Dasselbe gilt von 
K und L; es lässt sich also durch eine erste Reduction bewirken, dass keine 
Combination vorkommt, die mehr als vier Elemente enthält. Dann werden 
gemeinsame Elemente nur in geringer Zahl vorhanden sein, was natürlich 
die weitere Zerlegung sehr vereinfacht. 

Wir legen der Rechnung, die eigentlich eine umfangreiche Elimi- 
nation ist, zu Grunde eine azygetische Reihe von 10 geraden Thetafunc- 
tionen. Eine derselben lassen wir ohne Index; acht anderen geben wir die 
Indices 1, 2, ... 8, und wir verstehen unter a gleichzeitig die halbe Pe- 
riode, durch die 0« ans hervorgeht. Die zehnte Function ist dann: 

und es bilden die halben Perioden 1 bis 8 (denen auch noch ihre Summe 
:7i hinzugefügt werden könnte) eine azygetische Reihe, so wie wir es bei 
der Fixirung des Zeichens (K, L, M) vorausgesetzt haben. 

Die Untersuchung der Relationen zwischen den Grössen c^ soll hier 
nicht in dem allgemeinen Falle durchgeführt werden, sondern es soll nur der 
specielle Fall behandelt werden, wo vermöge der besonderen Beschaffenheit der 
Parameter die beiden Constanten c und c„ verschwinden. 

Dies ist nicht der hyperelliptische Fall. Den letzteren würden w^ir 
erst dann erbalten, wenn wir als dritte Beschränkung noch die Gleichung 
J = hinzufügten, die not^bwendig ist, wenn die Abekchen Functionen von 
vier Variabein der Riemann^chen Theorie angehören sollen. Die Gleichung 
/ =3 kann als Beziehung zwischen je drei Constanten dritter Stufe ge- 
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schrieben werden: }fri+)fr2+}/ri=^0] und wenn wir diese noch hinzonähmen, 
so würde allerdings folgen, dass gleichzeitig mit c and c^ noch eine Reihe 
anderer Constanten c^ verschwinden muss; was bekannt ist. 

Durch die Bedingungen c = 0, c„ = ist nur gesagt, dass irgend 
zwei gerade Theta in dem System existiren sollen, die gleichzeitig mit den 
Argumenten verschwinden. Denn die Fundamentalreihe lässt sich immer 
so wählen, dass zwei vorgeschriebene gerade Theta in ihr enthalten sind. 

Sämmtliche 2ö6 Functionen sind jetzt durch bestimmte Combinationen 
der Zahlen 1 bis 8 bezeichnet. Die Anzahl der Elemente einer Combi- 
nation nennen wir ihre Ordnung, oder auch die Ordnung der entsprechenden 
Function. Gerade sind dann alle Theta, deren Ordnung congruent oder 
1 modulo 4 ist, ungerade die übrigen. Wir nennen femer zwei Functionen 
zugeordnet, deren Indices complementär sind. Ist die eine 0^, so kann 
die andere als 0^^ bezeichnet werden. 

Es sei M die Ordnungszahl irgend einer Combination m. Dann ist 
8— if die Ordnungszahl des complementären Index nrn. Es ist aber 8—M^M 
oder M+2 modulo 4, je nachdem M gerade oder ungerade ist; mithin ist 
das Product 0„,0fnn ^^^^ gerade oder ungerade Function der Argumente, 
je nachdem ^f^iO oder 1 modulo 2 ist Hieraus folgt, dass alle Func- 
tionen 0„ von gerader Ordnung sich syzygetisch, die von ungerader Ord- 
nung sich azygetisch zu den beiden ausgezeichneten Functionen 0, 0„ ver- 
halten. So sind 012 und 0i2n ungerade, und 0i234, 0i334.^ gerade. Dagegen 
ist 01 gerade, 0i„ ungerade; 0678 ungerade, 0678» gerade. 

Von den Constanten c^ sind hiemach nur die mit ein-, vier- und 
fünffachem Index von verschieden, und zwar scheiden sie sich in zwei 
Systeme: Die Grössen c^ß^g verhalten sich syzygetisch zu c und c„, Ca und 
^aßr^e = ^Mifin dagcgcu azygctisch. Denn wenn wir auch c und c„ gleich 
gesetzt haben, so sind doch diese beiden Grössen in Fragen der Gruppirung 
als vorhanden zu betrachten. 



§4. 

Wir beschäftigen uns vorläufig mit den Relationen unter den Con- 
stanten. Sie haben alle dieselbe Form: 

(1.) (kn)qit+(ln)qt+(mn)qn, = qn- 

Es treten aber doch insofern Unterschiede auf, als nach unseren Vor- 
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aassetzungen e und c„ = ist und deshalb ein oder auch zwei Glieder der 
Gleichung fortfallen können. Die einfachsten Gleichungen sind natürlich 
die zweigliedrigen. Nehmen wir etwa -an, dass A = 0, l = n ist, dass also 

q^ den Factor c, q^ den Factor c„ enthält, so reducirt sich die Gleichung 

♦ 

(1.) auf 5^»» = («»») 5^*, oder: 

In diesen Gleichungen kommen aber nur diejenigen c tor, deren Indices 
ein- oder fUnfgliedrig sind. Nehmen wir z. B. 

IT = 5678, L = 3478, KL = 3456 ; 

üf = 0, / = 71, m = 1, I» = 2, 

so erhalten wir: 

q^ ^=, e C5678 C3478 C3456 ~ 0> 

qi = ^n ^1234 ^1266 ^1278 = 0, 
qm = ^1 ^15678^13478^134561 
qn ^^ ^ ^26678^^78^^23456) 

und es kann sich, der Relation (1.) oder (2.) zufolge, q^ von q^ nur um 
das Vorzeichen (mn) unterscheiden. Dieses Vorzeichen: 

(mn) = (rnuy mnK, mnL) = (12, 34^1, 567i) 

hat aber, wie man leicht sieht, den Werth +1. 
Denn es ist 

(12, 3471, 567r) = (12, 347i, 56), 

weil das Product 0012 084^^01234^ gerade ist, ' also die Perioden 12, 347i ein 
syzygetisches Paar bilden, und: 

(12, 3471, 56) = (12, 34, 56), 
weil 0012 056 01256 ebenfalls gerade ist. In dem letzteren Ausdruck aber haben 
die drei Combinationen gar keine gemeinsamen Elemente. Folglich er- 
halten wir aus (2.): 

^1^15678^13478^13456 =^ ^^^78^^78^466) 

oder: 

wO ^1^^71^256» ^7871 === ^^13471 ^15671 ^178w 

Dies ist eine Gleichung von der Art, wie sie auch bei den hj^er- 
elliptischen Functionen auftritt, und es lässt sich auch eine ganz analoge 
Folgerung ziehen. Wir setzen allgemein: 

Ca Cß Cy 
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WO r einen Factor bedeutet, den wir zunächst willktlrlich lassen and erst 
später fixiren. Dadurch ergiebt sich statt (3.): 

(4.) ^iPmPisöPiTs' = ^PmP2S6Pm' 

Die einzelnen primitiven Indices können ¥nr, in Folge der Symmetrie 
unserer Voraussetzungen, in jeder Formel, die wir ableiten, vertauschen. 
Es ist also auch: 

(^]pis*PiybPns = cip2s%P2»Pt7Bj 

mithin: 

Pl34Pl56 P234P256 



Pl54Pl36 PlS4Pl36 

Wenn aber zwischen einer Anzahl von Grössen, welche durch die 
dreigliedrigen Combinationen der Zahlen 1, 2, ... « bezeichnet sind, eine 
solche Gleichung besteht und richtig bleibt bei jeder Vertauschung der 
primitiven Indices, so folgt hieraus, dass allgemein 

(5) Paßr = ^aßgar^ßr 

gesetzt werden kann. Die einzelnen Factoren q^ß = q^^ sind allerdings 
nicht eindeutig bestimmt, wenn die p«^ gegeben sind; denn man kann all- 
gemein q^Ä durch ^a^ßqaß ersetzen, wo ««, «^ ¥rillkttrlich gewählte Vor- 
zeichen bedeuten, ohne dass die Gleichung (5.) zu bestehen aufhört. 

Ebenso wttrde, wenn eine durch zweifache Indices bezeichnete 
Grössenreihe 

P\1^ Pl3' P237 • • • 

gegeben wäre, flir die allgemein die Formel besteht: 

Pak Pßl 

folgen, dass man p^ß = q^qß setzen darf. Beide Sätze sind leicht durch den 
Schluss von n auf «+1 zu beweisen. 
Wir setzen deshalb jetzt: 

(6) ^aßr:i = ^^^^ß^yinßqayqßr 

Dadurch geht auch die Formel (4.) in eine einfachere über: 

(7.) c\q^ = ^^^2- 

Hier bedeutet q^ das Product 

und allgemein q^ das Product der sieben Factoren q^^, deren Index das 
Element a besitzt. Das Product aller 28 Factoren q^ß überhaupt nennea 
wir q. 
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Der Werth von clq^ ist demnach von dem Index a nnabhilngig. 

Die Quadratwurzel dieses Werthes, mit beliebig fixirtem Vorzeichen, nennen 

wir k. Dann dürfen wir setzen: 

k 



(8.) 



""' ~ C 



^aßrn — • — 



_ ^<laß<larflßr 
i<laiqßVVr ' 

sodass, bis auf die beiden Factoren h nnd ly sämmtliche c^ der azygetischen 
Gruppe durch die 28 Grössen q^ß ausgedrückt sind. 

Wir wollen für die Grössen q^ die dem Vorzeichen nach zum Theil 
willkürlich sind, noch eine nähere Bestimmung hinzufligen. Es ist 

qiqi-'^qs = 9^, 
weil jedes qaß sowohl in qa als in qß als Factor auftritt Wir können aber 
auch : 

(9-) }fqifq2...Vqs -= q 

annehmen. Denn vorausgesetzt, das Product wäre —q, so setzen ¥nr 
q^ß = €^6ßq'^ß, und wählen die Vorzeichen «i, ... cg so, dass ihr Product — 1 
ist. Dadurch wird, wenn wir q'^ und q' ebenso definiren, wie vorhin qa 
und q: 

und wenn wir nun iq'a=^iiqa einführen, so folgt, dass erstens: 

i^i-^^iq^ = -Vq, 
zweitens: 

ist. Dies sind aber im wesentlichen dieselben Formeln wie vorhin. 

Wir wollen allgemein, wenn a eine beliebige Combination ist, unter 
9a den Ausdruck: 

^ n{qaa,) 

verstehen, wo das Product im Nenner sich erstreckt über alle Elemente 
von Oy das im Zähler über alle zweigliedrigen Combinationen, die sich aus 
ihnen bilden lassen. Dann ist 

« 

Es ist aber leicht zu sehen, dass der Ausdruck (p^ ungeändert bleibt, wenn 



168 P> Schottky, Theorie der elHptisch-hyperelliptitchen Funettonen. 

man a durch die complemeDtäre Combination b = an ersetzt Denn es sei 

WO jedes ß ein in a nicht enthaltenes Element bedeutet. Dann ist offenbar: 

weil in dem Aasdrnek links jeder von den Factoren ^12? gaj • • • 5^78 auf- 
tritt, aber q^a' doppelt. Da zugleich: 

q = no/qa)MOlqß) 

ist, so folgt: 

oder (pa = (pf Somit können wir c^ß^n auch in dieser Form darstellen: 

/1 > /• — ^qn iqxfA "*qrQ 



§5. 

Eine zweite wichtige Folgerung lässt sich aus einer anderen Re- 
lation ziehen. Wir fassen die Gruppe: 

K = 1234, L = 5677r, ffL = 8 
ins Auge. Für diese bilden die vier Producte: 

-^ == ^1456^2356^147/1 ^77r^ 

^ = ^2456 03156^24771 ^17«^ 

t/ = C3456 Ci256 ^347n ^12771 9 

D = CC1234 056771^ 

eine azygetische Reihe. D ist unseren Voraussetzungen nach 0; wir er- 
halten daher: 

(2.) ±A±B = C. 

Das Vorzeichen von A ist bestimmt durch die drei Perioden, die sich er- 
geben, wenn man den ersten Index von C mit den drei ersten von A, näm- 
lich 3456 mit 1456, 2356 und Uln oder 23568 combinirt. Demnach ist 
dieses Vorzeichen 

(13, 24, 248), 
und da hier nur die beiden letzten Combinationen einen Theiler 24 gemein- 
sam haben, so ist das Anfangsglied in der Gleichung (2.): 

(13|24)A 



(1.) 



^aßrn ^-- 
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Ebenso bestimmt sich das zweite Vorzeichen; die Gleichung wird: 

(13|24)^+(23|14)ß = C. 

Nun vereinfacht sie sich aber schon wesentlich, wenn man für die beiden 
letzten Factoren in A, B, C ihre Ausdrücke: 

_ ^QaßQar9ßr 
iVafqßiTr 

einführt. Wir bekommen so, mit Hinweglassung überflüssiger Factoren: 

(13|24)5f,4923Ci456C2356+(23|14)5r24 913^2456^1386 = 934?12C3456Cl256- 

Noch einfacher aber wird die Gleichung, wenn wir statt qaß die alter- 
nirenden Grössen 

qaß = (fl\ß)qaß 
einführen, und nun 

qaßqargaSqßrqßSqrS^aßrd = ^a^r^ 

setzen.. Das D^ßy^^ ist dann selbst ein alternirender Ausdruck, und für diese 
Grössen bekommen wir die leicht zu deutende Relation: 

-''1456^2356+ ^2466 -"3156 l ^3456^1256 = W* 

Wenn eine solche Gleichung besteht und richtig bleibt bei jeder 
Vertauschung der primitiven Indices, so ist es ein algebraischer Satz, dass 
die einzelnen D sich als viergliedrige Determinanten darstellen lassen: 



^aßr3 = 



Aa 


Ba 


Ca 


Da 


Aß 


Bß 


Cß 


Dß 


Ar 


Br 


Cr 


Dr 


As 


Bi 


Ci 


D» 



Demnach ergiebt sich: Die Caßy^ lassen sich darstellen in der Form: 

. (3.) CaßyS = -^-- - - , 

qaßqarqr^ 

WO die Zähler Determinanten bedeuten. 

Wir fassen dies aber nur als eine Durchgangsform auf. Zum eigent- 
lichen Ausdruck kommen wir, indem wir elliptische Functionen einführen. 
Betrachten wir für den Augenblick die acht Grössenreihen A^, B^^ C«, D^ 
als homogene Coordinaten von acht Punkten im Räume, so bestitnmen diese 
eine elliptische Curve, den Durchschnitt der beiden Flächen zweiten Grades, 
die durch diese acht Punkte gelegt werden können. Für diese Curve führen 
wir ein elliptisches Integral erster Gattung, n^ ein, und nennen Oi, o,, • • . Oh 
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die Werthe von ti in den acht Pankten. Ferner sei f(u) die nngende 
Thetafnnction, die den Parametern der Cnrve entspricht. Dann sind, wie 
bekannt, die Determinanten D^ß^s so darstellbar: 

^PaPßPrP3f(9a-Oß)f(fla-Or)'''f(^r-^s)f(^a+aß+a^+as)j 

vorausgesetzt, dass man den Anfangspunkt des Integrals ti passend wählt 
Um Caßys zu erhalten, haben wir dies noch mit den altemirenden 
Factoren q^ß, qayy ... zu dividiren. Wir setzen deshalb: 

qaß 

Dadurch wird: 

(4.) C^ßy,s = mpaPßPrPd^aß^^r'*'^rsK^a+Oß+(ir+^s)) 

oder, wie wir zusammenfassend schreiben können, indem wir allgemein 
unter a» die Summe: 

erstreckt über die Elemente v, die in der Combination n enthalten sind, 
verstehen: 

Das erste Product bezieht sich auf die Elemente von n^ das zweite auf 
ihre zweigliedrigen Combinationen. Diese Formel gilt für alle c der syzy- 
getischen Gruppe. Die Factoren pi, P27 ... p% Bind noch zu bestimmen, 
einer aber, etwa pi, kann willkürlich angenommen werden, da wir den 
Factor m hinzugefügt haben. Die 28 Grössen ri2, fu, • • . r-j^ stehen mit 
den früheren q^2i ... ^ts durch die Gleichungen: 

(5.) qaßTaß = («|/^/(Oa-ö^) 

in Verbindung. 

§6. 
Hiermit ist die wesentliche Form der Grössen c„ bereits gefunden: 

Caßr9 = ^Pa"'Pd^aß'"^rSf(Paßrd)' 

Es sind aber noch die Grössen q^ß, r^ß, pa, ferner k, l und m als Func- 
tionen der Parameter a^ zu bestimmen. Ausserdem muss auch noch zwischen 
den Parametern a^ eine Relation bestehen. Denn die acht Punkte, die im 
vorigen Paragraphen definirt wurden, sind nicht unabhängig von einander. 
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Die Art der Abhängigkeit lässt sich so ausdrücken: es muss Flächen vier- 
ten Grades geben, die nicht zerfallen und die diese acht Punkte zu Doppel- 
punkten haben. 

Für diese Zwecke wählen wir aus der Menge der Formeln, die zur 
Verfügung stehen, eine dritte, deren Verwerthung allerdings etwas mehr 
Rechnung erfordert Wir nehmen als Basis die Perioden: 

K = 3456, L = 1256, KL = 1234. 

DafHr bilden die vier Producte: 

A = ^1367 ^1467 <^57 ^^24671 
B = ^236702467^1357^1467) 

D = 003466^1256^1234 

wieder eine azygetische Reihe, da die Combination dreier Indices aus ver- 
schiedenen Producten stets den Index eines ungeraden Theta hervorbringt 
D ist 0; also haben wir: 

±A±B = C. 

Das Vorzeichen von A wird bestimmt, wie im vorigen Fall. Es ist zunächst 
gegeben durch das Symbol: 

(136, 145, 235). 

Indem man die gemeinsamen Theiler aufsucht, findet man: 

(136|5)(145|3)(235|1) = (1|2)(3|4)(5|6). 

Das Vorzeichen von B hat den entgegengesetzten Werth. Die Gleichung 
lautet demnach; 

A^B = (1|2)(3|4)(5|6)C. 

Hier sind nun für die einzelnen c ihre Ausdrücke einzusetzen. Wir nehmen 
zuerst zwei Factoren von A: 

^1367 = «»PiP3p6P7^13^l6^17r36^37 ^67/(01367)7 

Ci467 = fnplP^psP7rl^rlsrnr:^sr^^r„f(al4s^)' 

Das Product aller acht Factoren p« nennen wir p, und ausserdem definiren 
wir r^ und r ähnlich, wie früher q^ und q: 

fi = Ti2.,»rig'^ r = fi2^13«»»^78' 

Dann wird: 

e,367CHS7 = ^> ^^ 7^^-^^ M^^^ 

r2r9 '12' ia'7a'78 

22» 
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Ebenso ist das Product der beiden anderen Factoren von A: 
Folglich : 

ri ' 1 j' 17' 18 '87' 28' 78 

Aber dies lässt sich noch etwas vereinfachen. Nach einer Bemerkung, die 
schon über die Factoren q^ß gemacht wurde, ist: 



r r r r r r r r r r 

' I ' 8 ' 7 ' 8 ' 1 4 ' 15 ' 86 ' 45 ' 46 ' 56 -, , 

r r r r r r ' 

' 18' 17' 18'87'88'78 



folglich: 

r^u8- rrrr 

r»'8 '18'i4'56'T8 

£ entsteht hieraus, indem man die Indices 1^ 2 vertauscht Dadurch ändern 
sich nur die Argumente der Factoren f. An Stelle von a^^^ oder 01+03+06+07, 
tritt 02367. Nun ist aber, nach dem Additionstheorem der elliptischen Theta: 

= -f{a^-a^f{c^-a^)f{a^—a^f{ai-\'a2^- 03+04+05+00+207), 
folglich, da wir a„ für die Summe aller acht Grössen o« setzen können: 

^ P\rt '•l8''34'-56^8 

Der Ausdruck wird weiter reducirt, wenn wir die Formel: 

anwenden. Dadurch ergiebt sich: 

A-B = _(l|2)(3|4)(516)«.yr^7«?34?«-^"'^'''^ 



8' 8 '78 



Also, wenn wir jetzt die Relation 

A^B = (1|2)(3|4)(5|6)C 
zu Hülfe nehmen: 

r8'^8 ^^78 

Hier kommen links nur die c der anderen Gruppe vor, und es ist: 

Berücksichtigt man die Gleichungen: 

iqiiqi...]^^ = q. 
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80 folgt: 

So haben wir zwei verschiedene Ausdrucke flir das Prodnct der vier c. 
Wenn wir beide vergleichen, erhalten wir die Endformel: 

(3.) -f- = rrr^ -^/'(«t-öb+ö,). 



§ 7. 

Um das letzte Resultat bequemer zu verwerthen, führen wir einige 
Abkürzungen ein, die aber nur vorläufig gelten sollen. Wir setzen: 

— m^p^rq _ 

rgfi 

^ — Xaß' 

Haß 

Endlich führen wir, und zwar bleibend, statt a„ das Zeichen s ein für die 
Summe aller acht Grössen a^. Die Formel lautet dann: 

Hieraus ergiebt sich sofort der Schluss, da Xifi = Xs? ist: 

Man kann dies als eine Gleichung zur Bestimmung von s ansehen. Sie 
hat offenbar nur drei incongruente Wurzeln; sie wird aber erfüllt, wenn 
man für s irgend eine der drei halben Perioden setzt. Folglich muss s 
eine halbe Periode sein. 

Wir können uns die beiden Constanten, die bei der Definition einer 
elliptischen ungeraden Thetafunction ersten Grades mit gegebenen Perioden 
noch willkürlich bleiben, so fixirt denken, dass 

(2.) /(«+2*) = -/(«), /(*) = ! 

wird. Dann ist 

(3.) f(u+s) = g(u) 

ein gerades Theta, das für ti = den Werth 1 hat Die Function g(u) 
führen wir dann in die Gleichung (2.) ein: 

Xk = n^^-g((h-a^). 

"8 
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Hier sieht man nun, dass 

sein mnss, also allgemein ^\ = ^\. Wir können aber auch q^ = Qß annehmen, 
wodurch wir nur die Congruenzwerthe der einzelnen a^ genauer bestimmen. 
Demnach ist der Werth des Products p^r^ vom Index a unabhängig, 
und da wir eins der p« willkürlich wählen dürfen, so setzen wir, vollstän- 
dig symmetrisch: 

(4.) p\ra = 1 (a=.l, 2. ...«). 

Endlich setzen wir auch n = 1, wodurch der Werth des Factors r, den wir 
in § 4 bei der Formel: 

Paßr = rqaßqayqßr 

willkürlich gelassen haben, ein bestimmter wird. Dann ist x-n direct gleich 
g{ch—a^^ und wir haben jetzt zur Bestimmung von q^ß und r^ß die beiden 
Gleichungen : 

[raßqaß = («|/^/(öa-a^). 

Ausserdem bestehen die Beziehungen 

KP') Pa^a^ ^^ j^^s = 1? 

von denen wir die letztere noch etwas zu vereinfachen haben. Multiplicirt 
man die acht Gleichungen plr^ = 1, so folgt: 

(7.) pV = 1. 

Also ergiebt sich: 

(8.) 



m* r 



kl' q 

Statt p« dürfen wir jetzt --=- setzen. 

§ 8. 
Nun fehlt noch eine Beziehung. Wir haben zwar in (8.) eine Gleichung 
zwischen den drei Factoren k, l, m; wir brauchen aber noch eine zweite, 
um ihre Verhältnisse als Functionen der Parameter a^ darstellen zu können, 
und zu diesem Zwecke müssen wir noch eine vierte Relation zwischen den 
Theta-NuUwerthen hinzunehmen. Wir wählen dieselbe Basis, wie vorhin 
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in § 6, lassen auch die Prodncte A and D angeändert, statt B and C aber 
nehmen wir folgende: 

B = ^1368^1408^^2358^^24689 

die, wie man leicht sieht, zusammen mit 

A = C1367C1457C2357C24679 

D = C 03456^1256 ^1234 

eine azygetische Reihe bilden. Wir kommen also wieder za einer Gleichang: 

' ±A±B = a 

Hier ist das Vorzeichen von A: (5677i, Min, 1277i). Die erste Redaction 
giebt — (Ö67, 347, 127), and da hier überall 7 das gemeinsame Element 
ist, so hat das Vorzeichen den Werth: 

-(567|7)(347|7)(127|7) = -(1234567|7) = -(8|7) = (7|8). 

B hat das entgegengesetzte Zeichen (8|7). Daher ist: 

A'-B = (7|8)C. 

Die Umformang des Prodacts A war schon in § 6 darchgeführt Wir 
wiederholen den dort gefandenen Aasdrack, indem wir nar 1 statt plta, und 
ebenso 1 statt p^r^ schreiben: 

r r r r r 

B geht hieraas hervor, indem man den Index 7 mit 8 vertauscht. Nun 
ist aber, allerdings nur unter der Bedingung, dass die Summe aller a^ gleich 
der halben Periode s ist: 

/(»13«7)/(ai«67)/(«ö57)A<»M67)-/'(»1368)/'(»14S8)/'(aiM8)/'(tfj4<») 

= g(fii—<h)g(th-a^g(jh-<h)fi(h—(h)' 

Dies ist eine leicht zu verificirende Form des Additionstheorems der ellip- 
tischen Theta. — Hiernach folgt: 

A-B =^ "** g(fl, - a,) g(fl, - a«)g(a, - «Jf («, - «, ) 

r r r r r 

Nun setzen wir wieder: 

(!•) 9(fla-aß) = ^ , Ka^-Oß) = {a\ß)r,ßq,ß. 
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Dann wird: 



A'-B = (718)-*^- ^" 



Dies mnss gleich (7|8)C sein. Es ist also: 



C = 



^' U 



C ist ein Product von Factoren der azygetischen Gruppe: 
die sich in der einfacheren Form: 

"'''"' Vqaiqßiqy 

darstellen. Führt man die Multiplication ans, so folgt: 

C= -^ 

Demnach ist: 

r - g' 

und wenn man dies vergleicht mit der letzten Formel im vorigen Para- 
graphen, so sieht man, dass der Factor / gleich — k ist. Wir bekommen also : 

(2.) /=-&; m*=&*.-^. 

Dies ist die Beziehung, die vorhin noch fehlte. 

Einem der drei Factoren fr, /, m dürfen wir einen willkürlichen 
Werth beilegen, wenn wir uns gestatten, sämmtliche Theta mit einer und 
derselben Constanten zu multipliciren. Wir setzen, der letzten Formel ent- 
sprechend: 

(3.) m==fr, /=1^, k = --fq. 

Diese Werthe von &, /, m, und ebenso —=- für paj hat man in die Aus- 

* r, 



4 



drücke der einzelnen c einzusetzen, die am Anfang von § 6 zusammenge- 
stellt waren. Dann erhalten wir: 



(4.) 



4_ 



^ _ yq9aßqarqflr_ 

UayqßUr 

4 

^ yrraßray-ryH m, n 



1 -at = K«"-«^)- 
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Hierbei bedeutet q das Product aller 28 Factoren q^ß, q^ das der sieben 
Factoren, deren Index das Element a enthält, und ebenso sind r, r« definirt. 
Die einzelnen Grössen q^ß, r^ß sind definirt durch die Gleichungen: 

iqaßraß = («|/^/(ö«-ö^), 
(5.) 

Wir führen ausser den Functionen / und g noch ihr Product und ihren 
Quotienten ein: 

(6.) f(u)g(u) = h(u), ^]- = <«). 

Dann ist: 

(7.> qlß = ±e(aa-aß), riß ^ ±h(a,-aß). 

Es werden also c^ und c^ßyn rein durch die Function e(fi), c^^^^ dagegen, 
abgesehen von dem letzten Factor, durch h(u) ausgedrückt 

Die Darstellung von c« und c^ßy„ zeigt ein bestimmtes Bildungsge- 
setz, welches auch wiederkehrt in dem Ausdruck für c^ß^s- — Diese 
Grössen c,„ traten in den Thetarelationen als Coefficienteu auf. Es ist aber 
vortheilhaft, wenn wir statt ihrer andere Constanten einfahren, die einen 
mehr symmetrischen Calcül gestatten. Wir denken uns flir jede Combi- 
nation (fn) = {aß...xk) die Formen gebildet: 

CS ") (m) = y(l<laß(lar'"(lxx r-i ___ yr.ra ß,..r^i 

iqaHß'"i<lx ^ ira^,.^rx 

sodass z. B. 

_ ■ ^'kk' «=f • '''='''' f'^J=fe' ""• 

ist. Ca ist dann direct mit — («), c^ß^n init +(«/5y) identisch, während c^ßy^ 
sich von \(tßyd'] noch um den Factor /(«a+ö^j+a^+ö,!) unterscheidet: 

.(9.) C« = -(«), C^ßy^ = 4- {f^ßr)y C^ßrS = [<^ßr(^]f(PaßrS)' 

Wenn wir dann aus den (iw) irgend einen Quotienten 

(r)(mnr) 

zusammensetzen, so lässt sich dieser stets rational durch die Factoren q„ß 
ausdrucken. 

(m) stimmt bis auf den Factor fq tiberein mit der Grösse, die wir 
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2. Für das Jahr 1894. 

Die von Lecerrier ausgeführte Bestimmung der säcularen Störungen der Bahnen, 
namentlich der inneren Planeten, hat bekanntlich unbefriedigende Resultate ergeben, 
insofern die Glieder der zweiten Näherung, welche nur ungenau und unter Umständen 
Selbst grösser als die Glieder der ersten Näherung gefunden wurden, sich für die Be- 
rechnung der Störungen als unbrauchbar erwiesen haben. Dieses unbefriedigende Er- 
gebniss, das in seinen weiteren Folgen mit gewissen Anomalien in der Bewegung des 
Mercur, beziehungsweise seines Perihels zusammenzuhängen scheint, ist Leverrier*) ge- 
neigt, der bisher befolgten Behandlungsweise zuzuschreiben, bei welcher in erster Nähe- 
rung die Differentialgleichungen des Problems als linear betrachtet werden. Die Gesell- 
schaft wünscht demgemäss 

eine neue Bestimmung der säcularen Störungen wenigstens der 
Bahnen von Mercur, Venus, Erde und Mars unter Berücksichti- 
gung der Glieder höherer Ordnung 

mittelst einer einwurfsfreien Methode, bei welcher die von Leverrier angetroffene Schwierig- 
keit, welche gegen die Brauchbarkeit der erhaltenen Resultate sprechen würde, als be- 
seitigt betrachtet werden kann. — Preis 1000 Mark. 



Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft 
im besondern Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andern Sprache gestattet, in deut- 
scher, lateinischer oder französischer ^Sprache zu verfassen, müssen deutlich ge- 
schrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem vemegelten 
Umschlag begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwen- 
dig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungsschrift muss auf 
dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Arbeit für den Fall, 
dass sie nicht preiswnirdig befunden würde, zurückzusenden ist. Die Zeit der Einsen- 
dung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die Zusendung 
ist an den Sekretär der Gesellschaft (für das Jahr 1891 Geheimer Rath Professor Dr. 
W. Hattkel, Hohe Strasse 15) zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen 
Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des folgenden Jahres 
bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigonthum der Gesellschaft. 



*) Recherches astronomiqnes Chap. IX, art. 16 und Additioiis III, S. T)!. 

Leipzig, im März 1891. 
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Ueber eine Abbildung durch eine rationale Function. 

(Von Herrn L. Fuchs.) 



im 75. Bande S. 177 und im 106. Bande S. 1 dieses Jonrnals be- 
trachtete ich eine Fnnction 

(«.) » = '^(«') = —^ , 

WO /(tu), g(v)) ganze rationale Functionen und /"(O), g(0) von Null verschieden 
sind. Es werden in der wj-Ebene die um den Nullpunkt beschriebenen con- 
centrischen Kreise betrachtet, welche die Eigenschaft besitzen, dass jedem 
einem Punkte to des Kreisinnern zugehörigen Werthe z, innerhalb desselben 
Gebietes, nur ein einziger Werth w entspricht Unter diesen Kreisen wird 
derjenige mit dem grössten Radius der Grenzkreis genannt. An den be- 
zeichneten Stellen habe ich den folgenden Satz bewiesen: Der Radius des 
Grenzkreises wird durch den Modul derjenigen Wurzel der Gleichung 

(/?.) F'(fr) = 

bestimmt, wo F'(ir) die Ableitung .von F(w) bedeutet, welche unter allen 
Wurzeln derselben den kleinsten Modul besitzt, oder falls 

und 

Lösungen (w, Wi) besitzen, fUr welche die Moduln von w, Wt einander 
gleich sind, und falls zu gleicher Zeit der kleinste dieser Moduln kleiner 
als die Moduln der Wurzeln der Gleichung (ß.) ist, so giebt derselbe den 
Radius des Grenzkreises an. — Dieser Satz lässt sich kürzer folgender- 
massen ausdrücken: Setzen wir 

dtlf 



dw 
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und snchen unter den gemeinschaftlichen Lösungen der beiden Gleichungen 

(y.) und 

diejenigen aus, für welche die Moduln von w und w^ einander gleich werden, 
so bestimmt der kleinste unter diesen Moduln den Radius des Grenz- 
kreises. — 

In einem Aufsatze *) hat Herr Nekrassoff in Moskau sich bemüht, nach- 
zuweisen, dass der eben erwähnte Satz nicht richtig sei. Der Verfasser 
dieses Aufsatzes zeigt besonders durch den Schluss der Nr. 3 desselben, 
dass er den in diesem Journal Bd. 106 S. 2 — 3 von mir gegebenen Beweis 
nicht verstanden hat. Es erscheint daher nicht überflüssig, im Folgenden 
durch eine Erläuterung meine dortigen Schlüsse dem Verständnisse näher 
zu rücken. 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir, hier einen Beweis desselben 
Satzes zu geben, welcher auf anderen Principien begründet ist, und an und 
für sich nicht ohne Interesse zu sein scheint. 

Für die Zwecke meiner Untersuchungen in der Arbeit dieses Journals 
Bd. 75, Abth. I Nr. 5 — 10 möge im Folgenden noch angegeben werden, wie 
auch in dem Falle, dass der Radius des Grenzkreises durch Vermittelung 
der Gleichung (J.) zu bestimmen ist, die Grösse desselben den dortigen An- 
forderungen gemäss eingerichtet werden kann. 



I. 

Im Anschlüsse an die Bezeichnungen meiner oben genannten Ar- 
beiten, seien w — w"^ w^ = w zwei auf dem Grenzkreise K einander ent- 
sprechende Punkte. Bewegt sich w auf der Peripherie von K, so möge Wi 
die Curven S,, 62, 63? ... durchlaufen. Geht w längs Ä^ durch den Punkt 
a? = fr" hindurch, so wird iti längs einer der Curven ® durch den Punkt 
iTi = ir' hindurchgehen, welche K daselbst berührt. Es möge diese Curve 
Si sein. — Es handelt sich nämlich (siehe Bd. 75 S. 181) um den Fall, 

dr 

dass P(jo\ w') real und endlich ist, in welchem Falle -^ = (siehe da- 
selbst Gleichung (2.) S. 180) und P(w", «?')+ -^ = 0, woraus sich ergiebt, 

') Mathem. Annalen Bd. 38 S. 82. 
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dass die Tangente der Curve S, in w mit dem Radiusvector einen rechten 
Winkel bildet. Wegen der Symmetrie der Gleichung (y.) in Bezug auf w 
und Wi muss, wenn w auf der Peripherie von K sich bewegend durch «? = «?' 
hindurchgeht, w^ längs einer der Curven ß durch w^ = lu" hindurchgehen, 
welche K daselbst berührt. Dieses möge die Curve (£2 sein. Es kann 
selbstverständlich ©2 mit ®i übereinstimmen. — Beschreiben wir um w = ir" 
einen Kreis Ä von hinlänglicher Kleinheit, so wird diejenige Wurzel «r, 
der Gleichung (y.), welche für w = w" den Werth w' annimmt, um den 
Punkt Wi=^w' herum eine geschlossene Fläche Äi erfüllen, von der Art, 
dass die Punkte von Ä und Äj sich gegenseitig eindeutig entsprechen, wenn 
wir voraussetzen, dass F'(fr') und F'(w'^) von Null verschieden sind. Be- 
zeichnen wir die Bogen der Curven ®i, ©2, welche in Ä, Äi hineinfallen 
und respective «r', mj" enthalten, mit ßj, ßj, so würden demnach von den 
Punkten der Fläche ß, die ausserhalb K sich befinden, diejenigen, welche 
Punkten von .^, innerhalb K entsprechen, sämmtlich auf der einen Seite ß^ 
von B2 liegen, während die übrigen auf der anderen Seite /?i sich befinden. 
Ebenso werden von den Punkten der Fläche Äi, die ausserhalb K sich be- 
finden,, diejenigen, welche Punkten von Ä innerhalb K entsprechen, sämmt- 
lich auf der einen Seite ßi von B^ liegen, während die übrigen auf der 
anderen Seite ß[ von Bi sich befinden. Die beiden Seiten ßi und ßa unter- 
scheiden sich dadurch, dass man in der einen nach allen möglichen Rich- 
tungen dem w" unendlich benachbarte Punkte angeben kann, während die 
dem u>" unendlich benachbarten Punkte der anderen Seite von B^ auf der 
im Punkte mj" an die Curve ©2 und den Kreis K gelegten Tangente sich 
befinden müssen. In gleicher Weise unterscheiden sich die beiden Seiten 
ßi und ß'i von Ä,, indem nämlich auf der einen Seite nach allen möglichen 
Richtungen, auf der anderen nur in der Richtung der Tangente an ®i und 
K , dem w' unendlich benachbarte Punkte gefunden werden können. Da 
von den Punkten to von ß2 nach allen möglichen Richtungen zu w" un- 
endlich benachbarte gehören müssen, welche Punkten tri innerhalb ^, und 
K entsprechen, so sind es die Punkte w auf /3i, zu welchen nur in der 
Richtung der Tangente von K dem w" unendlich benachbarte Punkte ge- 
hören, die ihre ' entsprechenden innerhalb ^^ und ausserhalb K besitzen. 
Aus demselben Grunde haben auch die Punkte Wi auf ß[ nur in der Rich- 
tung der Tangente, zu iti unendlich benachbarte Punkte, welche innerhalb 
fö und ausserhalb K entsprechende Punkte w besitzen. Ist daher R der 

24* 
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Radius des Grenzkreises K, r = R+dr der Radius des unendlich benach- 
barten grösseren Kreises K'^ und sind w = fD, «?! = iti zusammengehörige 
auf Ä' gelegene Punkte, welche respective to = tr", tOi = ir' unendlich be- 
nachbart sind, so muss w auf der Seite /?2, tci auf der Seite ß'i sich befin- 
den, d. h. es müssen die Punkte w und itj der Peripherie K' respective 
auf den Tangenten in w" und w' der Peripherie K gelegen sein. Hier- 
aus folgt die Gleichung (4.) Nr. 1 der oben citirten Arbeit in Bd. 106 

(4.) dtpi = ±d(p. 

Da 

für alle Richtungen von dw und die entsprechenden dwi einen unabänder- 
lichen Werth hat, wenn F'(w) und F'(fD^ weder Null noch Unendlich 
werden, so ergiebt die Gleichung 

d\ogu>^ ^ dr^ I flt ^^' 
d log IT dr ör ' 

dass die reale endliche Grösse P(w, to^ in tr = «?" positiv ist. Es ist näm- 
lich -Q^ negativ, wie es der Begriff des Grenzkreises erfordert Die 
Gleichung 

dlogw "" R d(p d(p 

zeigt alsdann, dass -^ für mj = w" negativ ist. Da für -^ = 

d(p d(p ' 

SO folgt aus Gleichung (4.) 

dff, = -1. 

d(f 

In meiner Arbeit Bd. 75 S. 181 — 182 ist nachgewiesen, dass für r>Ä bis 
zu einer gewissen Grenze ein Continuum von Kreisen Ä^ existirt, auf deren 
Peripherien zusammengehörige Werthe ir, fr^ liegen, wenn nicht eine der 
mit K zusammengehörigen Curven d in ihrer ganzen Ausdehnung auf K 
fällt. Da von diesem Satz auch in Bd. 106 Gebrauch' gemacht ist, so 
möge derselbe hier noch mit einigen Worten erläutert werden. Aus der 
gemachten Voraussetzung ergiebt sich, dass erst, wenn r—R einen end- 
lichen Betrag erreicht hat, eine der mit K^ zusammengehörigen Curven (£,. 
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ganz innerhalb K^ befindlich sein kann. Es können aber auch nicht 
sämmtliche Curven ©^ ausserhalb K^ verlaufen. Denn wenn tc von «?" 

ausgehend die Peripherie K^ in ir = ir trifft, so wird tOi von «?' ausge- 
hend in einem Punkte tOi = tOi anlangen , der entweder auf der Peripherie 
Kr oder ausserhalb oder innerhalb derselben gelegen ist. Liegt Wi im 
Innern, so entspricht demnach einem Punkte w der Peripherie Ä^ ein 

innerer Punkt iti. Liegt Wi im Aeusseren von Ä^, so hat tc^ die Peripherie 
Kr bereits in einem Punkte u>i = tt)i überschritten, während w noch in einem 
Punkte w = tü des Innern sich befand. Der Symmetrie der Gleichung (y.) 
wegen würde also in diesen beiden Fällen folgen, dass nicht sämmtliche 
Curven S^ ausserhalb K^ verlaufen können. Es muss demnach die Peri- 
pherie Kr innnerhalb des genannten Bereiches von r unter allen Umständen 
von einer der mit derselben zusammengehörigen Curven g, getroffen werden. 

II. 

Wir gehen nunmehr dazu über, einen einfacheren Beweis des in der 
Einleitung bezeichneten Satzes zu geben, welcher zugleich eine tiefere Ein- 
sicht in die algebraische Natur des hier behandelten Problems gewährt. 

Wir setzen in der Gleichung 

(1.) V^(w?,^^i) = 

wo r, fi die Moduln, (p, tp^ die Argumente von ir^ w^ bedeuten. Auf der 
Peripherie jedes mit dem Radius r um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
Kr suchen wir diejenigßn Stellen auf, für welche 

(2-) ^ = 0. 

Aus (1.) ergiebt sich, wenn r constant und tp veränderlich angenommen 
wird, in der Bezeichnung der Gleichung (c), 

(3.) P(„,„,)-J-f i+^ = 0. 

Es giebt nur eine endliche Anzahl von Kreisen Kr, auf deren Peripherie 
P(fc, Wi) unendlich wird. Demnach folgt aus Gleichung (3.), dass 



dg> 

längs der Peripherie Kr im Allgemeinen eine stetige Function von (p ist, 
und da fi längs Kr Maximal- und Minimal werthe annimmt, so folgt, dass 
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im Allgemeinen auf jedem Kreise K^ Stellen vorhanden sind, welchen 
Wurzeln der Gleichung (2.) zugehören. Wir bezeichnen diese Stellen mit 

mr, ml, mlrj Die Gleichung (3.) ergiebt, dass in allen diesen Stellen 

P(w,tüi) reale Werthe erhält. Aus derselben Gleichung folgt umgekehrt, 
dass, wenn P(w,Wi) in einem Punkte der Peripherie K^ real und endlich 
ist, dieser Punkt zu den Stellen m^, m'^^ fnl\ ... gehört. 

Bezeichnen wir daher mit V^(w?^w?i) diejenige Function von u>, ir,, 
welche aus V'Cw?, »^0 hervorgeht, wenn die Coefficienten der letzteren durch 
ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, und mit w', iD[ die conjugirten 
Werthe resp. von w und ?/?,, so folgt aus den eben gemachten Schlüssen, 
dass die Werthe von r^, y,, tp, welche den Stellen w^, ml, ml', ... ent- 
sprechen, durch die Gleichung (1.) und die Gleichungen 

(K) ip,(tv\w\) = 

und 

(4.) P(tv,w,) -^ P,(iü\w\) 

bestimmt werden, wenn wir unter Pi(w,to^) diejenige Function verstehen, 
welche aus P(w, w^ dadurch hervorgeht, dass die Coefficienten der letzteren 
durch ihre conjugirten Werthe ersetzt werden. Es ergeben sich hiernach 
rj, e% e^' als algebraische Functionen von r. Hierdurch wird auch P(w^ w^ 
eine bestimmte algebraische Function von r. Eliminiren wir zwischen den 
Gleichungen (1.), (1^) und (4.) e^', e^^*, so erhalten wir zwischen r, r^ die 
algebraische Gleichung 

(5.) • G(r, rO = 0. 

Wenn wir für jeden Kreis Ä^, mit dem Radius r^ diejenigen Stellen auf- 

dr 

suchen, fllr welche -^ — = 0, so wird aus demselben Grunde 

dtp 



dtfj 
w 



dw 

daselbst real; das heisst aber nichts anderes, als dass P(%o,w^ real wird. 
Es werden also die Werthe von r, e^, e''''^ welche den Stellen auf K^^ ent- 

dr 

sprechen, wo -^ — = wird, aus denselben Gleichungen (1.), (1".) und (4.) 

a(f^ 

ZU bestimmen sein. Das Eliminationsresultat von e^*, e^»* aus diesen Glei- 
chungen ist also wiederum die Gleichung (5.). Es haben ^ber r und r^ 
jetzt ihre Rollen vertauscht, hieraus folgt: 

Die Gleichung (ö.) ist in Bezug auf r und r^ symmetrisch. 
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III. 

Die auf den verschiedenen Kreisen K^ gelegenen Punkte m^, m^, mj, . . . 
bilden ein System von Curven, welches wir mit F bezeichnen wollen. 
Schreiten wir längs einer dieser Curven fort, so folgt aus der Gleichung 

(1.) P(„,„,)(|+<^)+^^+.-^ = 

(welche durch Differentiation aus Gleichung (1.) voriger Nummer hervor- 
geht), weil P(fDy f/?,) real ist, dass 

(2.) P(«,„.) = -f^- 

dr ^ 

Hierbei ist der Werth von -^ aus der Gleichung 

zu bestimmen. 

Es folgt hieraus zunächst, dctss G^r, r^ nicht durch eine Potenz von 
r^—r theilbar sein darf. 

Ist nämlich to ^pr ein solcher Punkt der Peripherie K^ des Kreis- 
continuums, von welchem in Nr. I die Rede war, zu dem ein auf derselben 
Peripherie gelegener Punkt iti = ^r^ gehört, so würde die Voraussetzung, 
dass 6(r, fi) durch eine Potenz von r— fi theilbar sei, zur Folge haben, 
dass die stetige Reihe der Punkte pr eine Curve A bildete, welche zu den 

dr 

Curven des Systems /' gehörte und für welche -^ = 1 wäre. Nach Glei- 
chung (2.) müsste dann P(ir, iti) für alle Werthe ir der Curve A, also 
nach einem bekannten Satze überhaupt in der ganzen w- Ebene gleich der 
negativen Einheit sein. Es wäre also 

was zur Folge hätte, dass yj(w,Wi) durch einen Linearfactor fo^—cw mit 
constantem c theilbar wäre. Dieses ist aber nicht möglich, weil ip(Wy w^ 
nicht für z£? = 0, w^^Q verschwindet. 

Setzen wir daher in Gleichung (5.) voriger Nummer r^ = r, so er- 
halten wir eine wohlbestimmte algebraische Gleichung 

(4.) H(r) = 0. 

Ist r gleich »einer realen Wurzel dieser Gleichung, so fallen die Punkte 
iTj, welche den Stellen m^, m^, w", ... auf der Peripherie K^ zugehören, 
theilweise oder ganz auf dieselbe Peripherie. 
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Der Radius des Grenzkreises ist daher mit der kleinsten realen 
Wurzel der Gleichung (4.) übereinstimmend. 

Ist r = a eine reale Wurzel der Gleichung (4.) und w ^ ft eine 
derjenigen Stellen m^, m„, m^, ..., denen auf der Peripherie K^ Werthe Wi 

zugehören, und setzen wir zunächst voraus, dass nicht -^— und -^ — für 

r = ri = a verschwinden, so folgt aus den Gleichungen (2,) und (3.)» dass 
P(^ic, Wi) in u gleich der posilieen Einheit ist. 

Ist a = R der Radius des Grenzkreises, so bleibt dieses auch be- 

cG dG 

stehen, wenn -3-, -^ — für r = ri = ß verschwinden würden. Es ist näm- 
lich in diesem Falle, wenn H\r) die Ableitung von H(r) bedeutet, wegen 
der Symmetrie von G(ry r^) in Bezug auf r und ri auch H\Bi) = 0. Ist ^ 
die Discriminante von Ä(r), so müsste demnach ^ verschwinden. Die Dis- 
eriminante J ist eine ganze rationale Function der realen und imaginären 
Bestaudtheile von Coefficienten der Function F(/r). Es sei A einer dieser 
Coefficienten. Ferner sei F^(xc) diejenige Function, in welche F(^^) über- 
geht, wenn wir A durch A^^^A+e ersetzen, während wir die übrigen 
Coefficienten beibehalten; endlich sei H^if) aus F^{i6) ebenso hergeleitet 
wie H(j) aus F{ic). Wir wollen b real nehmen, wenn in J der reale 
Theil von A auftritt^ und rein imaginär, wenn nur der imaginäre Theil von 
A in J enthalten ist. Alsdann wird die Discriminante ^1 von ^i(r) ausser 
für f = erst für einen Werth von s verschwinden , dessen absoluter Be- 
trag eine gewisse Grenze g überschreitet. 

Für die Werthe von f innerhalb dieses Bereiches sind aber der 
Radius des Grenzkreises , sowie die zusammengehörigen Stellen tr, w^ auf 
seiner Peripherie stetige Functionen von i. Demnach ist auch P(jio, ii?,) 
tiir dasselbe Werthenpaar ic, «rj eine stetige Function von f, so lange 
mod6<i?. bis ^ = einschliesslich (wenn nicht auf dem zu F(ic) gehöri- 
gen Grenzkreise F\ic) Null oder Unendlich wird). Da nun diese alge- 
braische Function P(ic,iCi) in dem ganzen Bereich 0<:iuiodB<ig den 
Wenh Eins hat, so muss auch für ^ = derselbe Werth erhalten werden. — 



IV. 

Die Gleichung v4.) voriger Nummer kann auch als das Resultat der 
Elimination von e^\ e^"^ aus den Gleichungen 
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(1.) V^(re^re^^O = 0, 

(2.) \f/,(re-'^\ re-^^') = 0, 

(3.) P(re'^\re'^^')-P,(re"^,re-'^^) = 

erhalten werden (siehe Nr. II), und es ist r = ß, der Radius des Grenz- 
kreises, die kleinste reale Wurzel der Gleichung (4.) voriger Nummer. 

Die Gleichungen (1.), (2.), (3.) können auch erhalten werden, wenn 
wir den realen und imaginären Theil von tp(w, 20^) und den imaginären 
Theil von P(w?, w^) gleich Null setzen. Unser in der Einleitung erwähnter 
Satz besagt daher: 

Wenn r = R der kleinste reale Werth ist, für welchen diese drei Glei- 
chungen reale Lösungen (p = (p'\ ipi = cp' zulassen, so ist von selbst der reale 
Theil von 

bestimmt. Er erhält nämlich den Werth Eins*). 



V. 

Im 75. Bande dieses Journals Abth. I Nr. 5 — 10 habe ich folgende 
Aufgabe behandelt 

Es seien z^ Ä21 • • • «m+i ^^ der Ebene der complexen Variabein z 
willkürlich gegebene Punkte, «i, «2? ... «m+i^ (^+1) verschiedene ganz- 
zahlige Wurzeln der Einheit, welche durch eine Gleichung 

(1.) fr"-l = 

bestimmt werden, wo n^m+l. — Es soll die rationale Function 

(2.) a = F(w) 

(von der Gestalt der Gleichung (a.) in der Einleitung) so gewählt werden, 
dass tr = «jk werde für a = z^, und dass der Radius des zu F(fv) gehörigen 
Grenzkreises grösser als Eins werde. — 

Wir haben daselbst diese Bestimmung durchgeführt unter der Vor- 
aussetzung, dass der kleinste Modul der Wurzeln der Gleichung F\w) = 



*) Hierdurch löst sich das Paradoxon des Herrn Nekrassoff in Nr. 3 seiner Arbeit 
von selbst, da seine Gleichung |(a) = eine Identität darstellt. Aus dem Obigen 
erkennt man auch unmittelbar, warum in Nr. 4 seines Aufsatzes Herr Nekrassoff* mit 

dr 
der blossen Gleichung —7^ = nicht zu meinen Resultaten gelangen konnte. 

Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 3. 25 



190 ^- Fuchs, über eine Abhildung durch eine rationale Function. 

deu Radins des Grenzkreises liefert. Wir wollen hier dasselbe fUr den 
Fall thun, dass dieser Radius vermittelst der Gleichungen 

V(tp, »,) = 
nnd 

F'(fr)fr+F'(tP,)w, = 

erhalten wird. 

Sei wie in Bd. 75 S. 186 Gleichung (2.) 
(3.) <p(fc) = "S-f^n(fc), 



W—Oi 



Wir setzen nunmehr 



IT 

tr"— 1 



y(tr) , V 



= Ä(fr) 



und 

(4.) Ä = F(w) = (7(fr)+a.Ä(fr), 

wo a, ^, ß noch verfügbare Constanten bedeuten, von denen jedoch A, B 
real sein mögen. Ist der Radius des zu g(u)) gehörigen Grenzkreises 
grösser als Eins, so sei a = 0. 

Im entgegengesetzten Falle wollen wir beweisen, dass wir a so wählen 
können, dass für die Function F(w) in Gleichung (4.) diese Bedingung erfüllt ist. 

Die Gleichung 

F(w,) = F(w) 
geht für a = oc über in 

(ö.) h(w,)-h{w) = 0; 

hieraus folgt: 

Befinden sich w und w^ auf der Peripherie desselben um ir = be- 
schriebenen Kreises, ist also ir = re^*, itj = re^'*, so folgt: 

mod — - = 1, 

woraus sich ergiebt 

(7.) [e"^''+e-''^''-(e"^*+e-"^0](^-^)' = 0. 
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Sind A, B von einander verschieden, so erfordert diese Gleichung, dass 

(8.) e"^> = e"^ 

oder 

(8^) . e"^'' = c-"^\ 

Aus der Gleichung 

F'(w)w + F\w,)w, = 
folgt für a = oo 

/QN •^Aw'-+[(n-l)B+(n+l)A]u>-+B ^Aw\-+[(n^l)B+(iH+l)A]u>- + B _ ^ 
^'^ u>(Aw^ + By "^ wXAw^,+By "^^ 

Im Falle (8.) wäre fllr die gemeinschaftlichen Lösungen von (5.) und (9.) 

das heisst 

(10.) -'Aw'''+[(n-l)B+(n+l)A]w''+B = 

oder 

(10^) Aw'^+B = 

oder 

(10\) -L+ J_ = 0. 

Wenn wir n als ungerade Zahl wählen, so ist (10\) auszuschliessen. 
— Es sei 

SO liefern (10.) und (10^) nur Werthe von w, deren Modul grösser als 
Eins ist. Die Gleichung (10.) stimmt übrigens mit der Gleichung 

h\w) = 

überein. 

Die Gleichung (9.) kann vermittelst (5.) auch in die Form 

gesetzt werden. 

Sei a = ct+ßi, so folgt aus 

wF'(w) + WtF'(w,) = 0: 
(12.) a+ßi = ^?:(w)w+9\^>. 



Setzen wir voraus, dass von den Grössen «, ß die eine unendlich gross 
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werde, während die andere endlich bleibt, nnd nehmen wir an, dass die 
Gleichung (8".) statt habe. Alsdann mttssten auf dem Grenzkreise von 
F(ir) für diesen Werth von a zwei Werthe tv^ w^ sich befinden, von der 
Beschaffenheit, dass 

und dass «?% m?7 conjugirte Werthe sind. Da K{w'', ir") reale Coefficien- 
ten hat und in Bezug auf die Argumente ir% irj symmetrisch ist, so würde 
der conjugirte Werth von ^(11?% m?7) für dasselbe Werthenpaar verschwin- 
den. Aus Gleichung (12.) ergiebt sich demnach, dass auch 

wo gx{io) aus g(iü) erhalten wird, wenn in letzterer Function die Coefficien- 
ten durch ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, für dasselbe Werthen- 
paar unendlich wird. Es mUssten demnach a und ß für dasselbe Werthen- 
paar gleichzeitig unendlich werden, gegen die Voraussetzung. Wenn dem- 
nach a = a+ßi so gewählt wird, dass der absolute Werth nur einer der 
beiden Grössen a und ß eine gewisse Grenze überschreitet, die andere aber 
einen beliebig gewählten endlichen Werth hat, so kann der Fall (8^) nicht 
eintreten. Der Radius des Grenzkreises von F(w) ist daher alsdann grösser 
als Eins. Die nähere Bestimmung von a erfolgt auf analoge Weise wie 
die der entsprechenden Grösse a in meiner Arbeit Bd. 75, Abth. I, Nr. 6 — 10. 
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Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen 

von vier Argumenten*). 

(Von Herrn F. SchoUky in Zürich.) 



Zweiter Absclmitt. 

§ 9- 

indem wir zu den Thetafunetionen selbst übergehen, theilen wir sie zu- 
nächst in vier Gruppen, nach dem Congraenzwerth modulo 4, den die Ordnungs- 
zahl des Index besitzt. So gehören in die erste Gruppe ©i und ©12345 = ©678/i^ 
in die zweite ©12 und ©123450 = ®78«^ in die dritte ©,23 und ©1234507 = ®8/i, end- 
lich in die vierte ©, &„ und die Grössen ©1234, ©1235 etc. 

Diese Eintheilung knüpft sich zwar formal an die Wahl der Funda- 
mentalreihe, sie ist aber doch davon unabhängig. Denn die Functionen 
der ersten und vierten Gruppe sind gerade, die der zweiten und dritten 
ungerade; ferner verhalten sich die der zweiten und vierten Gruppe syzy- 
getisch, die der ersten und dritten azygetisch zu den beiden ausgezeich- 
neten Functionen ©, ©„. Also diese beiden rufen die Unregelmässigkeit 
hervor, die zur Aufstellung der vier Gruppen zwingt. 

Zwei Grössen &„,, Omn, deren Indices complementär sind, die also 
durch die ausgezeichnete halbe Periode n in einander übergeführt werden, 
nennen wir zugeordnete Functionen. Für die Theta der ersten und dritten 
Gruppe ist das Product &„^&mn ungerade, für die übrigen gerade. 

Wir setzen aber in der nächsten Untersuchung die Argumente nicht 
als unbeschränkt voraus, sondern gehen zunächst darauf aus, eine particu- 
läre Lösung zu finden, und zwar diejenige, die den Bedingungen: 

= 0, ©., = 

entspricht. Wir nehmen also diejenigen beiden Theta, deren Entwicklung 
mit der zweiten Dimension anfängt, überhaupt gleich an. 

*) Foilisetzung von Seite 178 dieses Bandes. 



194 F, Schottky, Theorie der elliptisch-^hy per elliptischen Functionen, 

Alle Relationen haben die Form: 
(1.) (a/; afK, a/I)c«c«j,©«^©«^,^+etc. = c^c^k®/l&/kl' 

Die Vorzeichen aber ändern sich nicht, wenn man L durch Ln ersetzt. 
Denn es ist: 

(af, ßfK, afLn) = (af, afK, afL)(af, afK, n). 
Der zweite Factor auf der rechten Seite ist +1 oder —1, je nachdem: 

0/O/K 

eine gerade oder ungerade Function ist. In unseren Gleichungen aber 
bedeuten ©^, G^^ etc. stets gerade Theta, und deshalb ist: 

(a/, afK, afLn) = (af, afK, aß). 

Aus dieser Bemerkung lässt sich eine Folgerung ziehen, die wir mehrfach 
brauchen werden. Indem man Ln statt L schreibt, hat man jedes Theta, 
das in der Relation vorkommt, durch sein zugeordnetes ersetzt. Da hierbei 
die Vorzeichen ungeändert bleiben, so gilt der Satz: 

Alle Thetarelationen, und alle Schlüsse, die aus ihnen folgen, bleiben 
bestehen, wenn man jedes ©„, durch das entsprechende &„,„ ersetzt. 

Die Gleichungen (1.) sind im allgemeinen sechsgliedrig. Sie redu- 
ciren sich auf viergliedrige, auch bei unbeschränkten Argumenten, wenn 
in zwei Terraen die Factoren c und c^, die der Voraussetzung nach sind, 
vorkommen. Wählen wir dann noch die Periode L so, dass ein Glied die 
verschwindende Function © oder ©;, enthält, so besteht die Gleichung nur 
aus drei Gliedern. Diese Gleichungen sind die einfachsten, und wir nehmen 
sie zum Ausgangspunkt. Es treten aber in ihnen nur die ungeraden und 
zu ©, &n syzygetischen Functionen auf, also die Theta der zweiten Gruppe 
e^ß und e^ßn- 

§10. 
Die ersten speciellen Relationen, die wir benutzen, sind folgende: 

(1.) (2|3)CiC234„©i4©23.+ (3|l)C2C3,4.©24©31. + (l|2)C3C,24;,©34®12;r = 0, 
(2.) Ci45;rC235a®13024— C245;iCi35^©23©U = (1 |2)(3|4)C5Cö78.,©,2;,©34„. 

Die erste Gleichung beruht auf der azygetischen Reihß von Producten 
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gerader Theta: 

®l ©23471, ©2®341n, ®3©412n, ©4 ©123a, ®;,01234, ®©1234n- 

Zwischen diesen seobs Grössen muss, dem allgemeinen Satz zufolge, eine 
lineare Relation bestehen, deren Coefficienten 

i ^1^23471, • • • iCnCi234, iCCl234;r 

sind. Die beiden letzten Coefficienten sind aber 0. Wenn man nun die 
Argumente um die halbe Periode L = 4 vermehrt, so geht ©4 in © über, 
und man erhält die Gleichung (1.), nur dass die Vorzeichen noch zu be- 
stimmen sind. 

Diese Vorzeichen seien der Reihe nach fi, «2? *3- Bringen wir das 
letzte Glied, mit positivem Vorzeichen, auf die andere Seite, so bekommt 
das erste Glied das Zeichen —«163: 

— «l«3ClC2347i0l4®237r + --- = C3Ci24n©34®12;i. 

Um jetzt — ei«3 zu finden, hat man den Index 3 mit 1, 234^1 und 14 zu 
combiniren : 

-€if3-(13, 2471, 134) = (13, 24, 134) = (2|13). 

Nimmt man also 6i = (2|3) an, so wird f3 = (l|2). Damit sind die Vor- 
zeichen der Gleichung (1.) verificirt. Da aber diese Zeichenbestimmungen 
beständig in derselben Weise wiederkehren, so übergehen wir sie von jetzt an. 
Die zweite Formel basirt auf der Reihe: 

®1457i®235;,, ®245n®315n, ®345A®125rr, 
®5®678/r, ®®1234, ®7i®5678, 

und sie wird gefunden, indem man in der Gleichung, die zwischen diesen 
Producten besteht, die Argumente vermehrt um die halbe Periode L = 3457i. 
Wir schreiben nun in beiden Relationen zunächst — («) für c« und 
(aßf) oder (xXjuvq) für c^^j^,,, sodass wir erhalten: 

' (2|3)(l)(234)©,4©.3n+- = 0, 

(145)(235)©n©24-— • - -(l|2)(3i4)(5)(12345)©,2.©34.. 

Nun sind aber leicht aus der Definition des Ausdrucks (m) folgende Be- 
ziehungen zu erkennen: 

(1)(234) = M^^, 
(145X235) = i^^l??^ , 



(3.) 1 „ , , .. B,, 
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und da wir (0)(1234), ebenso wie (5)(12345), als gemeinsamen Factor 
fortlassen dürfen, so ergiebt sich einfacher: 

(2|3) ®L^gi^-"-+(3[i) ^«4^31. ^(^i[2) ®»4_gi2^ _ 0, 

^1 8 9ia ^14 ^2 1 ^23 ^3 4 Q%1 ^»8 ^14 

TTTV -^^^V- = -(1|2)(3|4)0.3,0.„. 

Vl3Yl3Vj4 7s4 ^21723^14 124 

Wir fuhren statt ©„^^ und ©„^9^ HUlfsgrössen ^«^9, B^ß ein, indem wir setzen: 

1 ®a,9 = qaflAß, 

®.ßn = H/5) " 
* Haß 

Hier ist -4^9«=^«^,, dagegen Bß,, = —B^ß, Diese ^, ß genügen dann den 
Gleichungen : 

(4.) { 

Bilden wir den Quotienten: 

SO ist dieser, ebenso wie ß^^, alternirend. Wir wollen eine Gleichung 
ableiten, die zwischen diesen Quotienten allein besteht. Indem wir in den 
Gleichungen (4.) B^ß durch A^ßC^ß ersetzen, erhalten wir: 

-^ 14 -^ -23 ^23 + -'^■24''^ 31 ^31 +-'^34''^ 12^^12 = ") 
-^14-^23 — -^24-^31 = -^34-^^12^/34^/12) 



und hieraus: 

(6.) 



-^12-^34 __ ^18~~^23 



(7.) 



^13^24 ^12(1 ""^32^34) 

^13^24 l'~^32^34 

Hier aber, wie überhaupt in allen unsern Formeln, dürfen wir die Indices 
permutiren. Wir dürfen also in der letzten Gleichung 2 und 4 vertauschen: 

Aj^24 1 ""^32^34 

Vergleicht man dies mit (6.), so folgt: 

C12 (1 — C3J C12) = C/,3 — C/23 , 

oder: 

(8.) ^12+023+031-1-012 023 03, = 0. 
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lassen für a/3 = 12, 13 und 23. Zwischen a?i4, ^24 und 0:12 bestehen nun zwei 
ähnliche Beziehungen, die gleichfalls erfüllt werden fllr x^^ = c(ii+«i+fl4) etc. 
Eliminirt man aus diesen 0^24, so bekommt man eine quadratische Gleichung 
zwischen a?,2 und Xx^ zur Bestimmung von 0^,4. Allerdings definirt diese x^ 
noch nicht eindeutig, wenn man aT,2 = ^(««+01+02) annimmt, aber man kann 
eine zweite Gleichung aufstellen zwischen 05,3 und 07,4; beide haben dann nur 
die Wurzel a?i4 = ^(«+«1 + 04) gemeinsam. 

Ebenso aber, wie die Gleichung (1.) eine vollständige Lösung des 
Systems darstellt, dürften wir auch 

setzen, und es ist wegen der folgenden Entwickelungen vortheilhaft, wenn 
wir das Vorzeichen noch nicht fixiren. Wir nehmen deshalb an: 

(2.) x^ß = d.e{u+aa,+aß) (a/? = i2, 13, ... th), 

wo d ein Vorzeichen bedeutet, das wir beliebig wählen dürfen, das wir 
aber noch unbestimmt lassen. 

Jetzt kehren wir zu den Grössen A^ß^ B^ß^ C^ß zurück. Es ist, 
nach (10.) im vorigen Paragraphen: 

und somit, nach (7.): 

^,4^2« ^ e(>i+g3 + Q,)g(M + q, + g4) 

^is^ai j gC q»— «2) ^(0 »— «4) 

«("+fl,+a2)«(«+«.+«4) 
Hier sind Zähler und Nenner elliptische Functionen zweiten Grades, der 
Klasse, welcher e\u) angehört. Der Quotient ist aber auch nur vom zwei- 
ten Grade, weil Zähler und Nenner einen Unendlichkeitspunkt: u = —ai—a^^ 
und einen Nullpunkt: ii = — 2a3, gemeinsam haben. Diese Function zweiten 
Grades verschwindet offenbar für u = —a^—a^ und w = — 02—03, und sie 
wird unendlich fllr « = —01—03, «1 = —02—04; ferner wird sie gleich 1 für 
« = —03—04+5. Deshalb ist sie mit folgendem Ausdruck identisch: 

A.^24 ^Cöl-fls)^(«f-Ö4) /'(« + Oi+ö,)/*(W + öa+Ö4) 

Führt man die Thetafunctionen wieder ein: 

Ä - ^-'^ 

qaß 

und bemerkt, dass 

qaßgifla-aß) = r^ß 
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ist, 80 folgt: 



(^\ ^14^,» ^ ^»4^2» fCn+ai+oJfC^ + gt + O . 



Wir können auch 



[14] [23] ^,„,, r,,r,. 



Statt 



schreiben, da 



[13][24] -^-^ r,.r 



IS 34 



4 

}^r raß 



[aß] = -j=^j^ 



ist. Dann führt die Gleichung (3.) zu folgendem Schluss: 
Wird allgemein: 

®aß = Wß]f(M+a,+a^)Raß 
gesetzt, so ist: 



^ia'^24 

mithin dürfen wir nach dem schon in § 4 aufgestellten HUlfssatz RaRß statt 
Raß setzen. Wir fügen noch einen von den Indices unabhängigen Factor 
^ hinzu; dann gewinnen wir den Vortheil, einen der acht Factoren Ä« will- 
kürlich wählen zu dürfen. Aus den Gleichungen: 

(4.) ®aß = [c^ß]Kn+a^ + a^)RaRß^, 

^aßn 

folgt dann: 

(5.) ®aßn = (J.[«/?]^(ii+a«+a,0fiaß,9*. 

Hiermit sind die Folgerungen erschöpft, die wir aus den am Anfang des 
vorigen Paragraphen aufgestellten Relationen ziehen können. 



§ 12. 

Wir bilden noch eine Thetarelation von anderer Art, die ebenfalls 
nur die Grössen 0«^, 0«^^, enthält. Diese führt zur Bestimmung der Fac- 
toren fl«. Wir betrachten die azygetische Reihe, die durch die fünf Pro- 
ducte 0a6780a6787t(« = 1? 2, 3, 4, 5) uud 00 „ gebildet wird. In der Glei- 
chung, die hier besteht, fällt das letzte Glied fort, und wenn wir eine Aen- 
derung der Argumente um die halbe Periode L = 5678 eintreten lassen^ 

26* 



200 ^* Schotihy, Theorie der eUipHsch-hypereUiptiichen Functionen, 

auch das fünfte; es ergiebt sich: 

oder, wie wir kürzer schreiben können, da die einzelnen Glieder aas dem 
ersten durch Vertauschang des Index 1 mit 2, 3, 4 entstehen: 

(1.) ,^ (li234)c,346Ci6780l50,5. = 0. 

Nun ist aber nach den Schlussformeln des vorigen Abschnitts: 

C2345C1678 = «[2345]'Ä(a2345) 
und nach (4.) und (5.) im vorigen Paragraphen: 

Folglich erhalten wir: 

2 (l|234)[15P[2345]^Ä(«i+a,+Ö5)A(«2+a3 + 04+Ö5)ß? = 0. 

Wir stellen jetzt die Gleichung auf, die sich aus der Definition des Aus- 
drucks [fw] ergiebt: 

[15][2345] = [5] [12345] ^ 



r r r 



Der Factor [57[12345p wird dann allen Gliedern gemeinsam, und es ist: 

rWxzrl^ = (l|234)Ä(ai— a2)Ä(a,-a3)Ä(ai-a4). 
Daher folgt: 

^ '^ 1,2,3,4 h(^a,-a;)h{a,-a^)h{a,-a,) 

Von dieser Gleichung gelangen wir zu einer viel einfacheren auf folgende 
Weise. Bilden wir: 

^ *^ W,4 A(a,-aJA(a,-o,)A(aj-aJ ' 

SO sind die einzelnen Terme dieser Summe Thetafunctionen zweiten Grades 
von a?, aus derjenigen Klasse, in der h{x) ein ungerades Theta vom ersten 
Grade darstellt. Sie sind alle gleichändrig mit 

A(x)A(a:+ «1 + 01 + 02 + 03+04), 

und die Gleichung (2.) zeigt, dass ihre Summe verschwindet für a? = 05. 
Ebenso muss aber die Summe verschwinden für (t = Oe, 07, o»; folglich 
muss sie identisch sein; denn eine Thetafunction zweiten Grades kann 
nicht fUr mehr als zwei incongruente Werthe verschwinden. 
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In Folge dessen ist der Aasdrnck (3.) gleich für jeden Werth 
von X. Wir setzen nun x^—u—a^. Dann reducirt sich die Gleichung 
auf die dreigliedrige: 

Hiermit vergleichen wir das Additionstheorem der Function h(u): 

1,2,3 Ä(a,-o,)Ä(a,-a,) 

Wir sehen daraus: Werden zwei Variable w und w' so eingeführt, dass 

W + W' = Uy 

R] Ä(ic~a,)Ä(u?'-aJ 

ist, so folgt von selbst, dass auch: 

R] _ h(w—a^)h(w'-a^) 
Rl " h(w-ajhlu>'—aj 

ist. Da man für 3 auch jeden der folgenden Indices 4, 5 etc. setzen darf, 
so ist allgemein: 

Rl h(w—aa)h(u>'^aa) 

■ ^^ I ■■■»-■■ — - ^ I ■ ■ ^ m. • 

R} h(tJO'-aß)h{tJo* —üß) 

Eins der R können wir willkürlich wählen. Deshalb können wir allge- 
mein fUr R\ folgenden Ausdruck annehmen: 

R\ = h(w--aa)h(w'—aa) (o»i, 2,...8). 

Für u ist jetzt die Summe u>+w' zu setzen. 

Hiermit sind, was das Wichtigste ist, die beiden Hülfsgrössen w, u>' 
eingeführt, durch die wir die ^6e/schen Functionen in dieser particulären 
Lösung auszudrücken haben. Die Darstellung von 0^ß und O^ß^^ wird sehr 
einfach. Wir setzen 

m 

Das Vorzeichen von }/H„(v>'') werde willkürlich fixirt, und das von ifH^iw) 
so, dass: 

ist Ferner definiren wir: 



iH^ßr(M>) = }lH,(w)}/H^{u>)]/H,{u,), etc. 
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und ähnlich: 



(5.) 



l^Ä„/«p'), ^«aßrW, etc. 
Dann ist: 

Also bekommen wir: 

oder, wie wir auch schreiben können, indem wir unter m irgend einen zwei' 
gliedrigen Index verstehen: 

Dies ist die gesuchte Darstellung der Functionen der zweiten Gruppe. 



(6.) 



§ 13. 

Wir gehen zu einem ^neuen Gleichungssystera über, das freilich 
eigentlich schon in der Relation (1.) im vorigen Paragraphen enthalten ist 
Diese viergliedrige Gleichung gilt unter der Voraussetzung, dass die Con- 
stante c und die Function gleich gesetzt werden; sie ist auch richtig, 
wenn c^, und &„ von verschieden sind. Die Voraussetzungen sind daher, 
abgesehen von der etwas specielleren Vorzeichenbestimmung, symmetrisch 
in Bezug auf alle neun Indices 1, 2, ... 8 und tt, und es ist erlaubt, n 
mit einem der primitiven Indices zu vertauschen. Je nachdem wir tt mit 
5, 6 oder 4 vertauschen, bekommen wir die drei verschiedenen Formeln: 

[ .^V1|234)C,678C«4.015.0,. = 0, 
(1.) !.t^(l|234)c«45C.78,0,5 0.M = 0, 

/^\\ I 2o) Ci678C236„ ©15 ^145 = ^1235 ^678^ ^45n ®5n« 

Die Summen sind überall so zu verstehen, dass aus dem hingeschriebenen 
Gliede die übrigen durch Vertauschung von 1 mit 2, 3 und 4, in der letzten 
Gleichung von 1 mit 2 und 3 entstehen. 

Man sieht leicht, was dieses System leisten soll. Ks kommen in 
ihm nur die Functionen der zweiten Gruppe 0«^ und O^ßn, die als be- 
kannte Grössen zu betrachten sind, und die der dritten Gruppe Oaßr» ^an 
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vor. Man hat also ein System linearer Gleichungen zur Bestimmung dieser 
Unbekannten; und wir wollen bald erwähnen, dass dasselbe ausreicht, um 
alle Grössen 0«„, 0«^^ linear durch zwei unter ihnen auszudrucken. 

Damit aber in diesem etwas complicirten System wenigstens die 
Coefficienten eindeutige Functionen der Parameter werden^ sondern wir be- 
stimmte constante' Factoren von den einzelnen Thetas* ab. Und zwar von 
0^ß den Factor [«/?], von O^ß^, denselben Factor, aber noch behaftet mit 
dem Vorzeichen ^; ähnlich den Factor c^ von 0«^, und —(iBCaßyn von Oaßy' 

(2.) 0aA = [f^ß]Oaßy Oaßn = ^[^ß]o,ß,, 

(3») ^an == ^a^am ^aßy ^ ""^^^aßru^aßr 

Der Grund, aus dem wir von 0«^^ auch das Vorzeichen —Je absondern, 
liegt, wie man bald sehen wird, in der dritten Gleichung des Systems. 

Nun setzen wir noch die Ausdrücke für die Theta-Nullwerthe ein: 

-(«) für c«, (aßy) oder (xi^yp) für c^ß^, - 
[^ßr^]KOaßrö) oder e[xXuv]g(a,x^;) für c^ß^s, 

wobei allerdings, da jedesmal zwei Ausdrücke zur Verfügung stehen, eine 
zweck n]ässige Auswahl zu treffen ist. Dadurch erhalten wir zunächst fol- 
gende Umformung: 

^(l|234)[2345][15](156)(178)/'(aa3«)a.5<T,«i = 0, 
^(I|23)[2345][15](235)(145)i^(flb345)ai50,« 

1,2,3 

= [1235][45](12345)(5)/'(o,«5)a„„05„. 
Hier benutzen wir die Hülfsformeln, deren Beweis sich unmittelbar darbietet: 

[2345][15] = MHfl , 
- ri235]f46] = ##J , 



(*■) 



r r r 



(234)(.) = Am, 

Vi j Vi a Vi 4 

(166)(178) = -ff^, 
(236)(145) . i». 

Vis V18V84 VS4 

Die Ausdrücke im Zähler stellen überall Factoren dar, die allen Gliedern 
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gemeinsam sind nnd deshalb fortgelassen werden dtirfen. Anf diese Weise 
werden die Gleichungen schon etwas einfacher: 






1,2,3 



r r r 

' 14 S4'84 



und wenn wir nun noch die Formeln: 



Qaß 



'^g(aa-aß) 



anwenden, so ist die erste Reduction beendet: 

1.2,3,4 f(a^-a,)f(a,'--a^)f(a—aj ' 



(5.) 






Jetzt fuhren wir für o^ß und a^ß„ ihre Ausdrücke ein: 
Gleichzeitig aber ersetzen wir a«;,, o^ß^ durch bestimmte Httlfsgrössen 



(6.) 



Oan = 



<^a/Jr = 



«P« 






K^' 



*, 



Dann erhalten wir zur Bestimmung der Grössen 

xif uf xit . rir \if 

ein System linearer Gleichungen, deren Coefficienten eindeutige Functionen 
von w, w' und den Parametern sind: 

y g(g,+g»+a«+«i)g(«>+«o'+a , +g,) jp- _ 
1.2.3.4 f(a.-o,)f(o,— o,)/(o,-aJ ' ' 

y /'(g. + «.+g, + a,)/'(«o4-w' + g,+a.) u/ _ ,i 



(7.) 



1.2.J /■(«l-03)/"(<'l— Ol) 



14S 



= /'(o, + «2 + Oj + «s) fl' (w + w'+ «4 + fls) A («» - 04) A (w— a») Vj. 
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Ans diesem System lassen sich Folgerungen ziehen, die sehr einfach sind 
und unmittelbar die richtige Darstellung von !P"«, V^ßy ergeben. 

§ 14. 

Betrachten wir zunächst die erste der drei Gleichungen, so muss 
diese richtig bleiben, wenn man a^ durch ao, a? oder a^ ersetzt. Setzt man 
aber eine Veränderliche a: für Os, so werden alle Glieder elliptische Theta- 
functionen zweiten Grades von x, die unter einander gleichändrig sind. 
Daher wäre ihre Summe eine Thetafunction zweiten Grades, die ver- 
schwindet für ir = a5, ag, a?, Og. Dies ist nur möglich, wenn sie iden- 
tisch ist. 

Ganz ebenso können wir in der zweiten Gleichung den vorkommen- 
den Parameter a^ wenigstens auch durch Oq ersetzen. Ersetzen wir ihn 
wieder durch eine Veränderliche x^ so hätten wir eine Thetafunction zweiten 
Grades, gleichändrig mit: 

f(^x)f(x-\'ai+a2+a3+a^+w-+w'), 

die für x =^as und x = a^ verschwindet. Auch diese muss offenbar iden- 
tisch sein. 

So erhalten wir statt der beiden ersten Gleichungen des Systems 
(7.) die folgenden: 

1,2,3,4 /'(ö,-öJ/'(0,-0,)/'(öi-öJ ' ' 

y f(a,-\-a,-^a,+x)f(w + w'+a,+x) »^ _ ^ 
1,^,4 f(a,^a,)aa, - a,)f(a, - aj ' ^^^ "" ^' 

in denen x eine Grösse bedeutet, der wir einen willkürlichen Werth bei- 
legen dürfen. Wir nehmen in der ersten x^—w—w'—a^+s, in der zweiten 
aj = — t^;— «;'— 04, wodurch beidemal das vierte Glied fortfällt, und kommen 
80 zu den einfacheren Relationen: 

^ ^ 1,2,3 f(a,--a,)f(a,-a,) ' 

Die erste Gleichung würde erfüllt, wenn wir setzen: 
aber ebenso durch die Function: 
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Wir können nnn jedenfalls zwei Grössen M und N so bestimmen, das8 
die Gleichung: 

gilt für a = 1 und a = 2. Dann folgt aber aus (l.)i dass sie auch gilt für 
a = 3, folglich für jeden Index der Reihe 1, 2, ... 8. 

Wir wollen für die Zwecke der nächsten Untersuchung die beiden 

Functionen: 

fr(tv-x)f(w'-x) = l{(x), 

\g(tv^x)g(to'—x) = L(x) 
setzen, und den Ausdruck: 

(4.) MK{x)+NL(x) mit W{x) 

bezeichnen. Aus der Gleichung (1.) folgt demnach, dass eine mit K(jjc)^ 
L{x) gleichändrige elliptische Thetafunction zweiten Grades, ^(05), sich 
definiren lässt, die allgemein für x = a^ den Werth W^ giebt: 

(5.) ^. = n««)- 

Ganz ebenso ergiebt sich aus (2.), dass für die Combination 06, 
und allgemein überhaupt für jede zweigliedrige Combination y.ly ein Ausdruck 

(6.) W^,{x) = M^,K(x) + K,L(x) 

definirt werden kann, so dass für jeden Parameter a^, der von a,, Ox ver- 
schieden ist: 

(7.) ^,,(a^) - ¥>-.>., 

wird. 

Auf diese Weise entspringt aus den beiden ersten Formeln des 
Systems (7.), das am Schluss des vorigen Paragraphen aufgestellt ist, eine 
Reihe von Functionen: 

n^), "fuix), %,{x), . . . ^:„(x), 

defen jede linear aus K{x)^ L(x) gebildet ist, und die so beschaffen sind, 
dass allgemein: 

n««) «ir W^, y^^/aj für W^,, 

gesetzt werden kann. 

Die letzte Formel des Systems ist complicirter, aber ihr Kern ist 
eine einfache und wesentliche Beziehung zwischen V^;,{x) und ^(x). 

In der Summe, die auf der linken Seite 'steht, ersetzen wir den 
Parameter 04 durch x—s^ und bezeichnen die Thetafunction dritten Grades, 
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die anf diese Weise entsteht, mit C(x) 

Die Gleichung selbst sagt dann aus, dass: 

ist. Wir können aber die Function C(x) — und damit auch den Werth 
C(a^+8) — noch in andrer Weise darstellen. Setzen wir jj = ai, so reducirt 
sich die Summe auf ihr erstes Gli.ed, und zwar wird dieses: 

Hieraus ziehen wir den Schluss, dass für alle Werthe von x: 

(9.) C(x) = f(ia,-^a,-\-a,-]-a,)f(7v+iv'+x + as)V^(ix) 

ist. Denn der Ausdruck rechts ist eine Thetafunction dritten Grades von 
derselben Beschaffenheit wie die einzelnen Glieder der Summe C(x)^ und 
er stimmt dem Werthe nach mit C(x) Uberein für x = ai, ch, 03. 
Aus der Vergleichung von (8.) und (9.) folgt: 

oder, da wir statt 4 und 5 irgend zwei Indices der Reihe 1 bis 8 nehmen 
können, und ausserdem: 

h(w—x)h{w^—x) = K(x)L(x) 
ist: 

(10.) V^xK«x + *) = K{a;)L(a:)W{a,). 

Denkt man sich die beiden Coefficienten M und iV der Function ^{x) 
als bekannt, so mUssen sich durch diese Formel auch die Coefficienten von 
^mx(^) bestimmen lassen; denn sie giebt den Werth von ^„x(x) fiiv x = a^+s 
und fllr x=^ai'\'8. Wir hatten angesetzt: 

W^,Xx) = M,,K(x)+N^,L(x). 
Daraus folgt: 

"f.xix+s) = M,,L(x) + N^,K(x). 

Daher ist, nach (10.): 

Wir können diese Formel auch so interpretiren, dass wir sagen: es ist 
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(12.) 
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ttir X = ax. Der Symmetrie des Ausdrucks wegen gilt dasselbe für a? = «,. 
Folglich ist die Gleichung (11.) richtig für jeden Werth von x. Dann 
muss aber: 

N^, = L{a:)L(a{)N 
sein. Wir erhalten also: 

{W{x) = MK(x) + NL(x), 

V^,{x) = MK(^a:)K(a,)K(x) + NL(a,)L(aOL(x), 

[V^,, = MK{a:)K{a,)K{a,)+m{a:)L{ax)L{a^ 

Hiermit sind die Folgerungen erschöpft, die sich aus dem linearen Glei- 
chungssystem ziehen lassen; zur Bestimmung von M und N brauchen wir 
Gleichungen, die quadratisch sind in Bezug auf die Grössen W^, ^mXjw 

§16. 
Wir hatten, um die Thetarelationen leichter behandeln zu können, 
a-Functionen an Stelle der Theta eingeführt, und zwar war 

gesetzt worden. Weiter hatten wir an Stelle der a Hülfsgrössen V^^ W^ß^ 
eintreten lassen: 



(2.) 






I 



^aßr = 



^«44=^ <J. 



Ich schreibe hier der Kürze wegen ff„. statt H„,{w\ H'„, statt H^(w'). Die 
Vorzeichen der Wurzelgrössen mit zusammengesetztem Index waren so 
fixirt, dass 

ist. Die Grössen ?F«, V^^^y haben wir nun in bestimmte Formen gebracht. 
Es ist aber vortheilhaft, wenn wir a^^^ noch in einer etwas andern Forna 
darstellen, die sich auf den zu aßy complementären Index xkjuvQ bezieht. 
Wir setzen: 

(3.) O = ^x Xfj ye ^^ 

f " tfXfjivq } "xX/ur^ 
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Zwischen V^ßj. und V^^^y^ besteht dann die Beziehung: 

und da: 

Ä„,,Ä1,, = Ä'(a.)Ä'(a,)Ä-(o,)L(a„)L(a,)L(a,) 

ist, 80 folgt: 

xir _ }fBniW„M , }fU„^B„N 

Wir setzen nun: 



(4.) 






= M', 



= n: 



l L(a,)L(a^')...L(aJ 
Dann ergiebt sich: 

Wir können also wieder ^^XM^e *^* *^®" Werth auffassen, den eine Function 

V^x^X^-) = AfÄ'(o,)...fi'(a:)+iVL(a,)...L(ar) 

für x = a^ annimmt. 

Hiervon machen wir Gebrauch bei der Thetarelation , die wir jetzt 
entwickeln. Es war schon in § 4 bemerkt, dass zwischen den vier Functionen: 

"lün "236a > ^Wn "315« j ®J46n ^liSn» ®8 "«78;» 

eine lineare Gleichung besteht, deren Coefficienten die NuUwerthe dieser 
vier Producte sind. Geht man zu den zugeordneten Functionen Über, so 
bekommt man die Relation: 

(6.) ,^,(23|14)c,45,Ca5„0,45 0j3g = CiC6n„0i„06K, 

und wenn man die a statt der einführt: 

^(23|14)(145)X235ya,«o«5 = -Jf(5)'(12345/a,,0e7«. 
Nun ist aber: 

(145)(235) 1 

(5)(12345) - g,,q,,q,,q„ ' 

folglich : 

(145)'(235)' (23|14) 

(5)'(12345)' e(a,-a,)e(o,-a,)e(o,-aJc(a,-aJ ' 

Demnach wird unsere Gleichung: 

i^ e(a.-a,)e(a,-o,)e(a,-a,)e(a,-aJ " ^««^»"«^e™' 
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einznsetzen. So entsteht: 

{ y; ^Cq,+g4+gs-i-g6)/'Cgi+a4+qT+«e) yy 

Denn die VVurzelgrössen ]^Hi^ 1^^234 in den Nennern von o^^ und 023* er- 
gänzen sich mit den Factoren VÄ^, y//78 von as^,,, a^^„ zu /ffi2345f,78 oder VH„. 
Wir müssen aber wieder suchen, einfachere Beziehungen herzuleiten. 
Setzen wir as + (h^x, «- + 0« = ^, so erhalten wir eine Gleichung, in der 
nur die Parameter Oi, a^, »3, a« vorkommen; x und y selbst sind durch die 
Beziehung 

(3.) x+y+ai + a2+a^+a^ = s 

mit ihnen verbunden. Denken wir uns hiernach y durch x ausgedrückt, 
so haben wir wieder eine Gleichung zwischen Thetafunctionen zweiten 
Grades von x, die für eine Anzahl von Werthen erfüllt ist: nämlich ebenso 
gut für x = as+a^, O5+Ö8 ^tc, wie für 0^+0^. und die deshalb identisch 
gelten muss. 

Wir ziehen also aus (2.) die Folgerung, dass die Gleichung: 

IV f («I + a, +^)f(fl. + ^4 +y) ip ip 

= -^f9(w+w'+x)g(iic + iv'-\-y)]^H'Jlf„ 

besteht für alle Werthe x, y, die der Gleichung (3.) genügen. Nun setzen 
wir, was dieser Bedingung entspricht, a? = — 03— 04, ^ = «—01—02. Dann 
t^Ut das dritte Glied der Summe fort, und wir erhalten, bereits einfacher: 



(5.) 



1,2 Ka,-aJg(a^-aJ 

oder: 

= - (fff(a, - 02)/*(öi +02-- IC — u?')fl'(ö3 — «4)^(03 +a^—io- ic)]^H^ Vh!,. 

Wir setzen nun 04 = x. Dann ist V^2m = ^23 (^), ^m = ^13 (j^)- Da- 
her entsteht folgende Gleichung: 

(6.) 



= —dff{a^—a )f(^at+ai-w-w')g(x-ai)g(x+a,-ic-w')]HJH'„. 
Hier sind die AasdrUcke auf beiden Seiten Thetafunctionen zweiten Grades 
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von X, die den Charakter von K(x), L{x) haben; und da die Formel gilt 
fUr « = «4, 06, ae etc., so gilt sie auch, wenn wir x als ganz willkürliche 
Grösse ansehen. 

Deshalb dürfen wir auch den Werth t^; für a; substituiren. Dann 
geht, weil K(w) = (i^ L(w)=^ g(w-w') ist, 

W^(x) in NL(a2)L(a,)g(w-'tv'), 
W,,(x) in NL(a,)L{a,)g{w^iv) 
über, und es wird: 

g(x-a^)g(x-\-(h-W'-w') = g(w'-a^)g{w-ai) = 1(03). 
Der Factor ^(03) fällt demnach fort; man erhält statt (6.): 

(7.) (V,L(a,)^V,L(aO)Ng(w^w') = ^dBf{a,^a,)f{d, + a,^io-w')i'H„}lF,. 

Nun wiederholen wir noch ein letztes Mal denselben Schluss. ¥^1 ist 
V{a^, Statt a, dürfen wir wieder einen willkürlichen Werth x einsetzen: 

(8.) {'P(x)L{a;)-%L{x))Ng{w--iv') = -def(ix^a,)f(x+a,-w--tv')^WjW^. 
Wir wählen dafür x = w+s. Da 

W(w+8) = Mg(w-w), L(tv+8) = 0, 
f(w+8—a2)f(tv + 8+a2'-iv-'to') = g(w—ai)g(w'-a^^ 

ist, so bekommen wir schliesslich das einfache Resultat: 

(9.) MNg\w-w') = ^deiH'jHl,. 

Hält man dies zusammen mit der Formel: 

die im vorigen Paragraphen entwickelt wurde, so folgt: 

^M'g\tv^w') = L(aO...L(oH), 
'^ \N'g\w-io') = K(a,),..K{a,). 

Denn J/^ff^ ist mit dem Product der 16 Factoren K(a^, ^(»a) identisch, 

§ 17. 

Die Form der gewonnenen Resultate enthält noch Merkmale der 
durchgeführten Rechnung, die beseitigt werden müssen. Wir gehen von 
den y zu den a, von diesen zu den Theta zurück. Es war: 
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ferner: 












wobei durchweg H,, für /^„.(m;), //l für //„.(m;') gesetzt ist. Wir führen für 
deu Augenblick acht HUlfsgrössen 

(1.) Xa = ß'r- (« = 1,2,... 8) 

und deren Zusammensetzungen 

XaXß ~ /«/Ä^ XaXßXr ^ Z«/?/* ^^^' 

ein. Das Product aller acht Grössen ist hiernach als Xn zu bezeichnen, 
und aus der Gleichung (7.) im vorigen Paragraphen folgt: 

(2.) )y- = -^ex„. 

Da K(aa)L(aa) = H^Ha ist, so ist gleichzeitig: 

Die Ansdrilcke für a^„ und a^^,.^ nehmen demnach folgende Fonn an: 
oder, wenn wir für M, zufolge (2.), den Werth —dsxa^ einsetzen: 

^Kßr = Uaßy-(^^Xaßrn)^^' 

Nun war: 

Folglich ergiebt sich jetzt: 

Qaßr = C^ß,n{Xaßrn-(inaßr)^'l^' 
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Diese beiden Formeln lassen sich offenbar in die einzige zusammenfassen: 

die für alle Functionen der dritten Gruppe gilt, gleichviel ob ihr Index 
aus drei oder sieben Elementen besteht 

Nach der letzten Gleichung im vorigen Paragraphen ist: 

oder, was dasselbe ist: 
Bezeichnen wir das Product: 



8 

(5.) nf(w-a„) mit A{w), 

a=l 

SO wird: 

N^g\w-w') = A<iw)A(tv'), 

und, bei geeigneter Zeichenbestimmung der Wurzelgrössen: 



Ausser A(tv) führen wir, den einzelnen Combinationen entsprechend, eine 
Reihe von Functionen A„,(w) ein, die aus A(w) entspringen, indem man 
diejenigen Factoren f^w—a^), deren Index ,a als Element in m enthalten 
ist, durch g(iv^a^) ersetzt. Z. B. 

An(w) = g(w-a^)g(W''a2)...g(w-as). 

Die Vorzeichenbestimmung von fA„,(w) führen wir auf die von iH^(w) 
und von iA(w) zurück. Es ist: 

A,n(y^) = ng(W''a^)nf(w-a,), 
Hm(p) = ngiw-a^nfiw-a^), 

wobei fi die Elemente von m durchläuft, v die übrigen Zahlen der Reihe 
1 bis 8, also die Elemente von mn. Da hiernach: 

ist, so dürfen wir setzen: 

28» 
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Ganz ebenso definiren wir ]/A„(w'). Dann folgt: 



und da nach (3.): 

ist, so ergiebt sich: 
Mithin ist: 



Aßft 



^'" 9(«>-u>') 

Wenn wir diesen Werth für Nx,„ und den entsprechenden flir Nx„,„ in die 
Gleichung (4.) einsetzen, so haben wir den Ausdruck der Thetafunction in 
seiner einfachsten und klarsten Form: 



(.Ö-; ^,u — c,„„ g(fD-u>') 

Der wesentlichste Punkt in der Vorzeichenbestimmung, welche die Glei- 
chung (7.) liefert, ist, dass stets: 



(9.) fA,Xoc)UU«>) = iH„(p) 

ist. Speciell ist auch: 

(10.) fÄ(^iÄJw) = W„iw). 



§ 18. 
Eine analoge Darstellung besitzen die Theta der ersten Gruppe 
(0« und Gaßrde = ^xXfin)' Dics ergiebt sich durch eine leichte Transfor- 
mation. Setzen wir fUr den Augenblick ganz allgemein: 

= ö 

80 bestehen zwischen den 0„, genau dieselben Beziehungen, wie zwischen 
den nicht tiberstrichenen Theta, und es vertauschen sich auf diese Weise 
die Functionen der ersten und dritten Gruppe. Bei der Herleitung der 
letzten Formel waren aber nicht die Thetarelationen allein benutzt worden, 
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sondern auch die Gleichungen: 



Hier führen wir, indem wir zu den tiberstrichenen Functionen Übergehen, 
gleichzeitig für w' eine andere Variable: 

W = W +8 

ein. Dadurch wird: 

f(«}+u>'+a„+aß) = —g(w-{-u)"+aa+aß), 

g(v}+v}'+a^+aß) = f(ie-{v)"+aa+aß). 
^H„ß(u>) bleibt angeändert. iHaßiw') war definirt als das Product 



Nnn ist 



oder: 



h(w'-a:) = -A(M,"_c„), 



Wir können deshalb 



setzen, und wenn wir dann iHaß{w"), }fH„ß^{w") etc. wieder als Producte 
definiren, die aas den Factoren 

gebildet sind, so ist offenbar allgemein: 



(2.) \'«^(w") = i"lX.(«''), 

WO M die Ordnungszahl des Index m bedeutet. Speciell ist 



Wir setzen noch ^= — c)'.0'. Dann gehen die Gleichungen (1.) über 
in folgende: 

Der Haupt- Unterschied zwischen beiden Systemen besteht darin, dass —^ 
an die Stelle von S getreten ist. 

Bedeutet jetzt m irgend einen drei- oder siebengliedrigen Index, so 
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muss für 0,„ = 0,„„ dieselbe Formel gelten, die wir im vorigen Paragraphen 
für 0^ aufgestellt haben, nur dass w" an die Stelle von w\ *' an die von 
ff, — J an die Stelle von +d tritt. Wir haben demnach vorläufig: 

Statt 0' setzen wir — ^^.0, statt giw — w") ferner f^w—w)^ und m statt des 
Index mn. Die Formel wird dann: 

sie gilt, wenn m ein einfacher Index oder eine fünffache Gombination ist, 

und wir haben nur noch VA^(w") und fÄ,„„(fD") durch iv' auszudrücken. 
Das ist sehr leicht zu sehen, dass 

A„Xu>") = (-l)M.,(tr') 

ist. Es handelt sich aber ausserdem um die Vorzeichen der Wurzeln. 
Nach (8.) im vorigen Paragraphen ist zu setzen: 






oder, zufolge (2.) in diesem Paragraphen: 
Ebenso ist: 

r 

Der Index in darchläaft die Elemente von m, v die übrig bleibenden Ele- 
mente. Dividirt man beide Gleichungen, so folgt: 

V^F«(IC )_ _ iU r 

Wir fügen im Zähler und Nenner das Produet 

hinzu. Dadurch wird 

nf(w'-a,) zu A(te'\ ng{w'-aS) zu Ä„,(«r') 

y fi 
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ergänzt; also folgt: 



}^Äm(w'') ,^ }U(w'')U(u:') 



= f^ 



^Amn(ti>') ^H,nn(u>')^H»Xu>') 



Nun ist: 



daher : 



Wie man unmittelbar erkennt, ist ^(«?") mit Aj^{w^^ identisch. Der Quotient 
beider Wurzeln kann deshalb nur ein Vorzeichen sein. Dieses Vorzeichen, 
das wir y. nennen, bleibt zwar unbestimmt, ist aber doch wenigstens von 
dem Index m unabhängig. So erkennen wir, dass allgemein zu setzen ist: 

wo M die Ordnungszahl der Combination m bedeutet, während y ein von m 
unabhängiges Vorzeichen ist. 

In der Gleichung (4.) ist die Ordnungszahl des Index m congruent 1 
modulo 4, die von mn dagegen congruent —1. Demnach ergiebt sich hier: 

iAji^') = y.iylÄ:j:^\ 

Hiemach bekommen wir das Resultat: 



(5.) 0,„ = -y..SAc^i^^^^l^-'^^^2-^'lA^^^ j>. 

Das Vorzeichen J konnten wir willkürlich wählen. Wir haben es nur 
deshalb unbestimmt gelassen, um möglichst leicht den Uebergang von den 
Functionen der dritten Gruppe zu denen der ersten machen zu können. 

-Aber auch über x darf man willkürlich verfügen. Wenn man yH^(u)) und 

'}fH„(w') durch die entgegengesetzten Werthe ersetzt, so würde x in —x 
übergehen. 

Wir lassen deshalb jetzt x und d mit e zusammenfallen. Ferner 

schreiben wir }^B„,(tc) statt fÄ„,„(wj. ^A,„(w) und iB„,{w) sind dann com- 
plementäre Factoren von fÄ,/(f/?), ebenso wie }^H^(wi) und ^H„,„(w). Die 
Ausdrücke für die Theta der zweiten, dritten und ersten Gruppe lauten jetzt: 
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(IL) 



(III.) 



0»„ = s[m]g(w-\-w'+a„)\'HJwj]fHJ^^, 



(m = aß); 



e„, = c 



mn 






an and aßy}* 






Es bleiben also nur die Theta der vierten Gruppe übrig. Deren Dar- 
stellung wird sich aber leicht ergeben, wenn wir vorher den Charakter der 
bereits gefundenen Ausdrucke genügend klarstellen. 



§ 19. 

Wir sondern den transcendenten Factor ab, und ebenso die con- 
stanten Factoren [m], «[m], c„,„, ic„,. Den Ausdruck, der übrig bleibt, 
nennen wir S„,. So ist für die Indices der zweiten Gruppe (Äf ^ 2 (mod. 4)): 

Saß = f(w+w'+aa+a;)}/H:jw))f'H,^(w'), 

Saß. = 9(to-\- w'+aa+a;)VH~(tö)}fH„^(w'); 



(1-) 



ferner: 

(2.) 



"' j(w-w'j ■ ' 



(3.) S„, = rB,.iu,)U«X^J-^rA^^^^^ für ilf.^l(mod.4). 

In Bezug auf die Vorzeichen der Wurzelgrössen ist hier allein von 
Wichtigkeit, dass stets: 

(4.) ^'JJw)^^BZ<iw) = \'Hjw) 

ist, ebenso wie: 

. (5.) iHj^)iiU^^ = iHj^). 

Dies gilt für beide Variabein iv und w. 

Wir betrachten nur w als variabel, w' dagegen als constant, und 
setzen : 



(6.) 



2/ N \'U„{U!) 



2/ »N r \'Bn(tD') 



X ist dann mit y durch eine algebraische Gleichung verbunden, die ein 



F. Schollky, Theorie der elliptisch-hypereUiptischen Functionen. 221 

bestimmtes Gebilde vom Range 9 definirt; (x^y) ist ein variabler, x\ y' 
ein fester Punkt des Gebildes. Es . ist klar , dass alle eindeutigen ellip- 
tischen Functionen, welche die Perioden von e^(w) haben — wir nennen 
diese schlechthin elliptische Functionen — sich rational durch x und y, so- 
gar durch X und y'^ ausdrücken lassen. 

Wir nennen ferner zwei Functionen von w äquivalent, wenn ihr 
Quotient eine rationale Function von x und y ist. 

So sind z. B. für einen Index m von ungerader Ordnungszahl ]/A^(w) 

und yß^^w) äquivalente Grössen. Denn der Quotient 

A r.«^ n9(u)-a^)nf(fo-ay) 



ist eine elliptische Function, und daher A^(w)c\:>k*(w). Es ist aber 
A*(ic)ooI^Ä„(m?), wie aus (6.) folgt, und nach (4.) 

}fHjüÖ = fAjta)}%:(w). 
Folglich: 

(7.) ^A^ (W) C\J iB„, (tc) (M-= 1 (mod. 2». 

Ist die Anzahl der Elemente von m eine gerade, so findet diese 
Aequi Valenz nicht statt, sondern es ist: 

Denn in diesem Falle ist die Summe der acht Werthe, wofür A^(w) ver- 
schwindet, nicht congruent 0, sondern congruent der halben Periode s. 
Indem man dies berücksichtigt, folgt aus (2.) und (3.): 



(9.) S,,c\;J^«(«?)_ für J»f=3 (mod.4), 

y(w—w) 

(10.) s„^co^^ für if=l(mod.4). 

In analoge Form lässt sich aber auch der Aequivalenzwerth eines S^ brin- 
gen, das der zweiten Gruppe angehört Zufolge (7.), § 17 ist: 



YA(w) 

Daher ist: 



yA(w) 

JorniiAl for Mathematik Bd. CVIII. Heft 3. 29 



222 f- Schoiiky, Theorie der ellipii$ch''hypereUipi%$chen Functionen. 

WO C nicht von w abhängt Dies führt zu der Aequivalenz : 



und ebenso ist: 









Da aber nach (8.): 



also : 



g(iV'-'w') f(u)—u>') 

ist, so hat man in beiden Fällen: 

Die drei Aeqaivalenzen (9.), (10.), (11.) fassen wir in eine zusammen. 
Es sei 

(12.) j;äL = ,. 

Dann ist p^ zwar eindeutig, aber noch keine elliptische Function der be- 
trachteten Klasse, sondern äquivalent e(w). Erst q* ist rational in x und y. 
Da Q^coe(w) ist, so kann man 

1 _ e; 

setzen. Dadurch lassen sich die drei Formeln so darstellen: 

S^,.c\^4-''% für ^^=1. 
S„.c\j4r'^%Q für 3/ =2, 



^■"^-f^'S'jff' «*■• ^=3(mod.4). 
Es ist also in jedem der drei Fälle: 

(13.) S^(X)4^KP" 

Wir setzen nun: 



(14.) 
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endlich bleiben. Die Grössen S^ der zweiten Gruppe werden daher nie 
unendlich, die der dritten nur dann, wenn g(w—w') verschwindet, und die 
der ersten nur, wenn [{w—w') = wird. Diese Punkte können durch die 
Werthe «? = «?' und w = fr'+« charakterisirt werden. Dazu gehört jedes- 
mal nur ein Werth von x, x^x oder —f , aber zwei von y, y' und — y'. 

Offenbar wird aber ein S^ der ersten Gruppe nur unendlich im Punkte 
(x, y) = (a?', — y');*denn für {x, y) = {x\ y') verschwindet ausser dem Nenner 
auch der Zähler. Ebenso wird ein S^ der dritten Gruppe unendlich für 

(jj, y) = (— r , y') , aber nicht für (j?, y) = (— r ? — y')- Denn setzen wir 

x = -7-, y = —y', oder, was dasselbe ist: 



w 



= fr'+*, fH„(w) = -VH„(u>% 



80 folgt hieraus: 



A^(tp) = -B^(w'); 



mithin : 



oder: 






Man sieht also, dass im Punkte (-,-, —y') für die S der dritten Gruppe 

Zähler und Nenner zugleich verschwinden; der Quotient nimmt einen end- 
lichen Werth an. 

Wir wollen (x, — y') den ersten, y-r^yj den zweiten singulären 

Punkt nennen. Bezeichnen wir überhaupt zwei Werthepaare (x, y) und 

( — , — y) als correspondirende, so sind auch die beiden singulären Punkte 

correspondirende des Gebildes. 

Wir fassen die Resultate dieses Paragraphen in einem Satz zusammen, 

der überhaupt den Kern der ganzen Untersuchung enthält: 


Die einzelnen S^ oder -^ sind Functionen mit dem Aequivalenz- 

werth a|„„ die nur unendlich werden im Punkte (x\ —y) und dem corre- 

spondirenden (— -, y')- Und zwar werden die Grössen S^ der zweiten 
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Gruppe gar nicht anendlich, die der ersten nur für (a?, y) == (flp', — y')? ^^^ 
der dritten nur für (x, y) = (-7-, y*\ Der Vollständigkeit wegen fügen wir 

hinzu, was sich freilich erst im nächsten Paragraphen ergiebt: Die S^ der 
vierten Gruppe werden in beiden Punkten unendlich. 
Der Factor a hat den Ausdruck: 

Q s- — ! — i — C — • 

es ist ferner: 

wobei M die Ordnungszahl des Index m bedeutet. Diese Grösse |^ ist die 
Quadratwurzel aus einer rationalen Function von (x^ y)\ sie lässt sich auf- 
fassen als Product derjenigen primitiven WurzelgrÖssen 

deren Index fi als Element in der Combination m vorkommt. 

Eine Folge dieses Satzes ist natürlich, dass alle ^6e/schen Functionen 



rationale Functionen von (x^y) werden. 

§20. 

Dass die Theta der vierten Gruppe — die Functionen Oaßr^ — von 
dem Satz nicht ausgeschlossen sind, erkennen wir deutlich, wenn wir eine 
letzte Thetarelation betrachten: 

(1.) ,t^Xl| 234) 0,567^1568010178 = 07^8 056 05678. 

Mau kann geradezu sagen, dass hierdurch eine Darstellung von ©5078, 
freilich in sehr unsymmetrischer Form, gegeben ist, da alle anderen Grössen, 
die in der Gleichung vorkommen, bekannt sind. Wir denken uns wieder 
von ©5678 den Factor ^ und eine vorläufig noch unbestimmte Constante ab- 
gesondert; der Rest werde mit S5078 bezeichnet. 

Jedenfalls geht aus der Gleichung (1.) hervor, dass sich 85578 linear 
und homogen durch: 

^^^-^— — ^— • • • 

^56 ^66 
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ausdrucken lässt. Diese einzelnen Quotienten aber haben alle den Aeqai- 
valenzwerth oSs^^^ und daher ^It von S^ß-js dasselbe. 

Femer wird Si nur in dem ersten, S^s nur im zweiten singulären 
Punkte unendlich. Also kann 85^85^-79 auch nur in diesen beiden Punkten un- 
endlich werden. Ebenso darf dies von dem Product 8^8:,^ behauptet 
werden, und da iSsg, 8^s keinen gemeinsamen Nullpunkt besitzen, so kann 
Ss678 selbst an keiner anderen Stelle unendlich werden. Demnach sind auch 
die Grössen 8^ der vierten Gruppe zu definiren als Functionen mit dem 
Aequivalenzwerth a§,„, die nur in den beiden singulären Punkten, und zwar 
nur von der ersten Ordnung unendlich werden. 

Hiernach suchen wir 8^ zu bestimmen. Es sei m irgend ein vier- 
gliedriger Index. Multipliciren wir iS^ noch mit h(w—w'): 

8^h(w-w') = X,^, 
80 kann X„^ nirgends unendlich werden und muss sogar verschwinden für 
(a: m) = (x', y') und (— -, — yj, da h(w-'w') die vier Nullpunkte: 

(x', y'), (^', -»•), (^, 9% (ir, -y') 

besitzt. Da 

a = J'M., 

ist, so ist: 

X„,c\:>r(w)f(jjü-w')l,. 

Hier ist: 



m^ ^ /-:r-v ^ 



weil J!f = 4, und ()*ool ist. Ferner wenden wir wieder die Formel (7.) 
in § 17 an: 

Dann folgt: 

Das Product im Nenner besteht aus vier Factoren, die den einzelnen Ele- 
menten der Combination m entsprechen. Der ganze Ausdruck, der vor 
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Wir setzen dementsprechend: 



Hierdurch wird: 






Den Constanten Factor, um den sich 0„, von S,„^ unterscheidet, nennen wir 
vorläufig C^: 

e„. = a.,s..,^. 



m ^^m'^m 



Dieser Factor lässt sich am einfachsten auf folgende Art bestimmen. In 
dem ersten singulären Punkte {x, y) = {x\ — y') werden alle Grössen S„, 
der ersten und vierten Gruppe — also alle diejenigen, die geraden Theta- 
functionen entsprechen, unendlich, während die übrigen endliche Werthe 
bekommen. Wir schliessen hieraus, dass dem Punkte {xyy)=^(x,—y') ein 
Werthsystem der Argumente entspricht, das entweder Null oder eine ganze 
Periode ist, und da wir zu den Argumenten irgend eine ganze Periode hin- 
zufügen können, so nehmen wir an, dass sie im Punkte (x, y) = (x, — y') 
verschwinden. Daraus folgt aber, dass, wenn ß„,y 0« irgend zwei gerade 
Theta bedeuten, der Quotient 

% sich auf ^ 

reducirt, wenn wir tr = w\ }/Hj^(w) = —iHj,(y) werden lassen. Nun nehmen 
wir für 0^ irgend eine Function der vierten, für 0„ eine Function der ersten 
Gruppe : _ 

Der Quotient der Nenner: 

wird Eins für w^w\ yH„(w)=^'-fH^^(to'). Im Zähler von S^ ebenso wie 
von S^ wird der zweite Theil gleich dem ersten; wir bekommen also: 

oder: 

Da nun c^ selbst gleich \fn\f{a^ ist, so folgt: 

C« = f[m]. 
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Wir stellen jetzt die Aasdrttcke zasammen , die wir für die Theta 
der vier Gruppen gefanden haben: 

Erste Gruppe. If = 1 oder 5 : 

" ~. f(w-u>') 

Zweite Gruppe. M=2: 

0- = WS»*, 
0„„ = «[m]S,„*, 

Dritte Gruppe. il!f=3 oder 7: < 

'^'" ~ 9(w-u>') 

Vierte Gruppe. ^ = 4: 

0„ = <[«]«„*, 

^" ~ h(w—to') 



Dritter .^bsclmitt 

§ 21. 

Wir suchen jetzt die Argumente «, «', «", «'" als Functionen von 
w und w' darzustellen. Diese Aufgabe hat gewisse Schwierigkeiten, ob- 
gleich ihre Lösung einfach und fast zu errathen ist Wir machen den 
Umweg, dass wir zunächst die Ableitungen von 6 und 0„ betrachten. 
Sind die Verhältnisse dieser acht Grössen: 

d@ 80 dOn d0„ 

du '" du'" ' du '" du'" 

als Functionen von w, w' bekannt, so sind durch die Gleichungen dB = 0, 
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dßjt = wenigstens zwei Beziehungen zwischen den gesachten vier Diffe- 
rentialen gegeben. 

Wir denken uns u, u\ v!', \i'' als unabhängige Veränderliche, und 
bilden die Differenz: 

00 ^ a©. 



Dann lässt sich D linear durch die zur Periode 78 gehörenden Thetapro- 
ducte ausdrücken, und zwar durch die, welche gerade Functionen sind. Es 
giebt acht linear unabhängige Functionen dieser Art. Ein solches unab- 
hängiges System ist z. B. folgendes: 

(1.) 0,08, 0,,0«, . . . 0e7 0ee, 0.7 0,«. 

Werden die Argumente gleich Null oder gleich einer der sieben halben 
J^erioden 1, 2, ... 6, tt gesetzt, so wird jedesmal eins der acht Producte 
von verschieden, während die übrigen verschwinden. Also kann zwischen 
ihnen keine lineare Gleichung bestehen, und wir dürfen die Reihe (1.) zur 
Darstellung von D verwenden. Der erste und letzte Coefficient sind aber 
Null, weil D verschwindet, wenn die Argumente gleich Null oder gleich 
der halben Periode n gesetzt werden. Demnach wird: 

d@ d0 ^ 

(2.) ö™|?-<55« = ii^'^-''^"«- 

Durch die halbe Periode n geht diese Gleichung über in: 

(3.) ©78. -l''--^-^ = -i/fa0a7„0„8„. 

Das negative Zeichen kommt daher, dass der Quotient: 

007008 . f^ ^rj ^Q\ 0a7n0o8:r 

übergegangen ist; es ist aber (ti, «7, «8) = — 1, weil die Perioden «7, «8 
azygetiöch sind. 

Wir setzen nun = 0, 0,, = 0. Dann erhalten wir aus (2.) und (3.): 

e© £ ,. 0a7 0a8 



= ZK^ 



du ^.'^ 0,, ' 

du «fi « e^sn 



J 



und die Ausdrücke auf der rechten Seite werden, wenn wir für 0^^, 0^ß„ 
ihre Werthe einführen und den Factor ^ absondern, eindeutige und symme- 
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trisohe Fanotionen von w, w'. Es werde gesetzt: 
Dann sind A und B durch die Summen gegeben: 

A(Wy W') 

^ TK [«7][«8] h(w-'aa)h(w'-'aa)f(w-\'w'+aa+a,)f(w+w'+aa + a,) 
"^ a=i ^ [78] f(^+^'+a,+a,) 

- - vir [^'^IC^S] h(w''aa)h(u)'-aa)g(w+w'+aa+a,)g(w+w'+aa+a^') 

- • .f,'"« [78] g(tv+u>'+a,+a,) 

Wir erkennen aus dieser Darstellung Folgendes: 

Erstens sind A(w, w'), B(w, w?') Functionen, die nie unendlich werden. 
Es treten zwar /*(w7+a?'+ 07+09), g('iv+w'+a7+(h) als Nenner auf; da aber 
A und B bei der Vertauschung der Indices 7, 8 mit den übrigen 1, 2, ... 6 
ungeändert bleiben, so müssen die Zähler durch diese Nenner theilbar sein. 

Zweitens ist, wenn wir A und B als abhängig von w allein auf- 
fassen: 

A(w, fD')c\jh(w)f(w+w'), 

B(w, u)')c\:>h(u))g(w+w'); 

es sind also A und B Thetafunctionen dritten Grades von w. 

Drittens geht, wenn man tr um ^ vermehrt, A in B, B in —A über: 

(6.) A(w+8, w') = B(iv, iv'X B(w+8, w) = -Aiw, w'). 

Nachdem diese Eigenschaften, zu denen noch die Symmetrie hinzu- 
tritt, festgestellt sind, dürfen wir von dem Ausdruck der Functionen absehen. 
Wir setzen jetzt aus A und B die beiden Ausdrücke zusammen: 

A(w, w')g(w—w')+B(ia, w')f(fo-'w') = L(fD,w'), 

A(w,w')g(w—w^)-'B(tD,w')f(tD-'w') = L(n)\w). 

Der zweite ist als L(v)\ w) bezeichnet; denn bei der Vertauschung von w 
und w' bleiben A(wyw'), B(wyw') und g^w—w') ungeändert, während 
/(tr— ir') sein Zeichen wechselt. Es ist dann, zufolge (4.): 



(5.) 



(7.) 



-^g(v>-^')-^-^Ku>-'w') = L(«?»*. 

30» 



(8.) { 



(9.) 
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Diese Functionen L haben einfachere Eigenschaften als die vorigen A and B. 
Erstens sind beide, wenn wir nnr vd als Veränderliche ansehen, Thetafunc- 
tionen vierten Grades mit dem Aequivalenzwerth A^tr) oder /**(«r). Dies 
geht unmittelbar aus (5.) hervor. Zweitens ergiebt sich, wenn man die 
Formeln (6.) benutzt: 

Es giebt nun nur zwei linear unabhängige Thetafunctionen vierten Grades 
mit dem Aequivalenzwerth /*(«?), die die Eigenschaft 9)(fr+^) = —</)(«?) 
haben, und ebenso nur zwei, die der Bedingung y(«?+^) = y(fr) gentigen. 
Denken wir uns zwei solche Functionenpaare 

i(fr), ii{y>); v{p\ p(ir) 

eingeführt, sodass also: 

,v(iv+8) = v(tv% e (tr + «) = p (tr) 

ist, dann muss sich L(w, w\ als abhängig von tr, linear durch A(w), ^(tc), 
als abhängig von w dagegen linear durch v(w'), q{^^') ausdrücken lassen. 
Mit anderen Worten: es wird L(wy w') eine bilineare Form der beiden 
Werthepaare i(«>X /*(<^) ^^^ '^(^')> 9(^')' 

d@ d0 

Ersetzen wir in der ersten Gleichung (7.) -^— und -^-^ durch die 

Ableitungen nach den anderen Argumenten u, u", u"y so werden sich in 
dem Ausdruck L(tn, w') nur die vier Coefficienten ändern. Addirt man das 
System der vier Gleichungen, die auf diese Weise entstehen, nachdem man 
ihnen die Differentiale du, du, du'\ du'" als Factoren hinzugefügt hat, so 
erhält man links Null, weil dO — 0, dOj, = ist, und rechts eine Form, die 
linear ist in den vier Differentialen, ferner in i(ir), ,u(w)y endlich in y(fi>'), 
(f(w'). Offenbar kann man diese Gleichung so schreiben: 

(10.) A(ir)yOi?0rft? + K«^)p(«^0.rf«''+.^(«^)^O^0rf«'"+."(«^)pO^>«'''' = Ol 
wo T, f>\ f?", f?'" lineare Functionen der ursprünglichen Variabein u, u' etc, 
sind. Die zweite der Gleichungen (7.) zeigt aber, dass wir hier u> mit w' 
vertauschen dürfen: 

(11.) k(w')y(fc)dv + '-+iu.(iw')(f(w)dv"' = 0. 

So haben wir zwei verschiedene Differentialbeziehungen, aus denen 
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wir folgenden Schlnss ziehen. Wir ftthren zwei Httlfsgrössen S, f ein — 
ebenfalls vollständige oder nnvoUständige Differentiale — sodass: 

ist. Dann ergiebt sich ans (10.) nnd (11): 

dv" = -K^)9(w)S''l(w')p(w')S\ 

Die vier Producte 

l(w)y(w), 1{w)q(w)\ ti{u>)v(w), K^)Q(wy 

sind Thetafnnctionen achten Grades mit dem Aeqnivalenzwerth f^(w)^ die 
aber znfolge (9.) sämmtlich der Bedingang q>(w+s) = —(p^w) genügen; sie 
verhalten sich in dieser Beziehung wie die Differenz r{y^)—g^(y^) und 
bilden offenbar wieder ein vollständiges System linear unabhängiger Func- 
tionen, die durch die angegebene Bedingung charakterisirt sind. Wir können 
nun zu den ursprünglichen Variabein zurückkehren, und erhalten: 

[du = P{u>)UP{fD')^\ 

du' = Q(to)nQ{u>')^\ 

du'' = Ä(tr)^4-Ä(tr')r, 

\du'" = S(ip)f+S(ir')r, 

wo P(ir), Q(u>\ R(w\ S(w) vier linear unabhängige Thetafnnctionen achten 

Grades mit dem Charakter von f^^w) bedeuten , die ihr Zeichen ändern, 

wenn w um die halbe Periode s vermehrt wird. , 

JetM ist noch zu zeigen, dass §, §' vollständige Differentiale sind. 

Es sei 

^=^ xdw+ydw', ^' = zdw + tdw'. 

Dann folgt: 

du = {P(w)x+P(iD')&)dw+(P(iw)y+P(wy)diD\ 

Dies muss ein vollständiges Differential sein. Daher ist: ^ 
oder: 

''w(»-^)+''(»')(^-^)-''w»+''<"> - <•• 

Dieselbe Gleichung muss für Q, R, S gelten, und da die Determinante der 



(12.) 
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vier OröBsenreihea: 

p(w), p(w'), Piw), p'(wy, 

Q(w), Q(w'\ Q\w\ QXw'y, 



offenbar von Null verschieden ist, so folgt; 

Es sind also y und z gleich Nnll, x ist nnr von w, t nur von w' abhängig. 
Wir setzen demnach: 

(13.) 1 = ^, 1' = ^, 

WO p nur von w, p' nur von w' abhängt. 

Um diese Functionen (f^g'zn bestimmen, stellen wir eine zweite 
Form auf: 

U^.; ^"^^iT ^"^ du ~ ^• 

Wir nehmen aber w' als constant an, und zwar wählen wir, was die Unter- 
suchung wesentlich vereinfacht, flir w' einen der Werthe, wofür H„(w') ver- 
schwindet. Nur muss dieser Werth von Ö7, Ogi Ö7+*, a^+s verschieden 
sein, weil sonst Jtf = wird. Es sei etwa to' = ck. 

Jedenfalls lässt sich M linear durch die Thetaproducte 0y,ßfnn ^u^- 
drflcken, und zwar durch die, welche ungerade Functionen sind. Es sei 
0„, ungerade, 0^„^ gerade. Dann gelten fUr die entsprechenden jS folgende 
Ausdrücke: 



oder, da ß^^ mit A^y A„^ mit ß,„ identisch ist: 

Hieraus folgt: 

Ist ä„(m;') = 0, so erhält man einfach: 
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^ 






S„.S^„ = Const 



A(to-tr') 

Somit nnterscheiden sich die Ausdrücke der einzelnen Prodocte nur durch 
den Constanten Factor. Es wird demnach anch: 



M = Const ÄW>^ 

und für diejenigen Grössen M', M*\ M*", die aus M hervorgehen, indem 
man qach u^, u!\ «"' differentiirt, statt nach u, gilt dasselbe. 
Bilden wir nun: 

0^8^078;.- 078« d078 = Mdu+ M' du' + etc, 
&o nimmt dieser Ausdruck die Form an: 






Ä(l 

^wo dt> eifae lineare Function von du, du, du*', du'*' mit constanten Coef- 
:ficienten bedeutet. Dieses dv muss sich, den Gleichungen (12.) zufolge^ 
19 o darstellen: 

dv = iM*L, 

nd zwar ist L(w) wieder eine Thetafunction achten Grades, die der Be- 
ingung L(to+s) = —L(w) genügt. Wir haben demnach: 



(15.) 0^d0,s„-e^nde^ = Ä^V*""^*^- 

[un können wir den Ausdruck links aber auch dadurch darstellen, dass 
ir von den Gleichungen: 

Es werde die Function: 

f(M)9X^)-9(^y(u) mit &(ii) 
ezeichnet. Dann folgt: 

16.) 078rf078„— 078n«'078 = Oon&t.h(w—€h)h(w—as)k{w+w'+aj+(h)^'^dw. 
ir vergleichen jetzt (15.) mit (16.). Dann ergiebt sich: 
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Dies wäre eine elliptische Function. Berücksichtigt man aber, dass sie 
jedenfalls von den Indices unabhängig sein mnss, und deshalb nicht für 
!(; = Oe, a?, Gs verschwinden kann, so reducirt sie sich auf eine. Constante. 
Diese Constante dürfen wir ausserdem gleich 1 annehmen, indem wir sie 
mit P(w), Q(w) etc. verbinden. Dann ist: 



und ebenso muss natürlich: 



sein. So kommen wir zu den Endformeln: 



(17.) 



Die Quotienten: 



yjT„(u>) vir„(w')' 



P(u» QCu» ^^^^ 



sind elliptische Functionen, die ihr Zeichen öndern, wenn mau w um s 
vermehrt. 



§ 22. 

Das Werthsystem ii = 0, u =0 etc. und die halbe Periode n ' ge- 
hören zu denen, 4ie und @„ verschwinden lassen; dem ersteren entspricht 
der Punkt des Gebildes (x, y) = {x ^ —y\ d^^a zweiten der correspondi- 

rende (^p, y) = (— r, J^J. Dementsprechend können wir die Argumente de- 

finiren als Integrale, erstreckt vom Punkte {x\ — y') zu {x^ y). Wir wollen 
aber eine feste untere Grenze einführen, und zwar einen der Punkte, in 
denen Hn(w) verschwindet. Diesen Punkt, der willkürlich aus den 2p 
ausgewählt werden kann, nennen wir den Nullpunkt des Gebildes. In ihm 
verschwindet y von der ersten Ordnung. In der Nähe desselben dürfen 
wir uns w sowohl wie die vier Integrale erster Gattung 

.Xs,,)-f^ etc. 
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als eindeutige Functionen von y gegeben denken — etwa als Potenz- 
reihen — , und zwar diese vier Integrale so, dass sie. für y = verschwin- 
den, und dass sie ihr Vorzeichen ändern beim Uebergang von (x,y) zu 
(xj—y). Die Argumente lassen sich dann entweder in der Form: 

u = u(x,y)-n(x\-y'\ 

u! = u(x,y)—uXx'y--y') etc., 



oder auch in dieser: 



(1.) 



r II = u(x, y)+ u(x', y'% 

\u = uXx,y)+uXx\y') etc. 

darstellen. Wenn wir (x,y), (x,y') zunächst in der Nähe des Nullpunkts 
annehmen, so sind die Integrale, die Thetafunctionen und alle Wurzel- 
grössen eindeutige Functionen der beiden Werthepaare. Sonst ist natür- 
lich zur Werthbestimmung nothwendig, dass die Wege gegeben sind, die 
von der Umgebung des Nullpunkts zu (x, y) und (x\ y) führen. 

Aehnlich verhält es sich mit dem Factor *, den wir jetzt ^(x,y; x\y') 
nennen, und der durch die Gleichung: 

(2) @aßKx,y) + u(x\y%.,.) ^ ^ ^ , 

aber auch durch die übrigen Thetafunctionen definirt werden kann. Für 
jedes Theta ist: 

(3.) -f^ = Const.*. 



'm 



Aus dieser letzteren Gleichung geht hervor, dass ^ nie unendlich 
wird; denn &„, kann nicht unendlich gross werden, und es giebt keinen 
Punkt des Gebildes, in dem alle Grössen S^ verschwinden. Wenn aber 
an einer Stelle irgend ein S„, unendlich wird, so muss an dieser offenbar 
^ verschwinden. Mithin wird ^(x, y; x\ y') = in den beiden singulären 
Punkten. 

Dies sind aber auch die einzigen Punkte des Gebildes (x^y), in 
denen ^ = wird , und es verschwindet ^ dort auch nur von der ersten 
Ordnung. Denn würde ^ noch an einer anderen Stelle Null, oder an einer 
der beiden singulären von höherer Ordnung, so würde die Formel (3.) an- 
zeigen, dass dort sämmtliche 0^ gleichzeitig verschwinden. Es gäbe also 
ein Werthsystem der Argumente v, v, d", v''^ für das alle 256 Theta 
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gemeinsam verschwinden. Dass dies nnmöglich ist, ^eigt sich anf sehr 
einfache Weise aus dem Additionstheorem. Es lässt sich nämlich: 

(4.) 0(u+f), ii'+d', ...)e(u-f), tt'-f)', ...) 

als ganze homogene Function einerseits der Grössen ©mC««^ «', ...), andrer- 
seits der Grössen 0„,(f>, f>', ...) darstellen. Wäre nun jedes 0„,(t?, t?', ...) gleich 
Null, so wäre auch das Product (4) gleich Null, und zwar fttr willkür- 
liche Werthe von u, u\ u\ w'". Diese Annahme ist also auszuschliessen. 
Die Function ^(x,y; x\y') wird demnach nie unendlich, sie wird 
Null von der ersten Ordnung in den beiden singulären Punkten (x, y) 

= (xy — y') und (— r, yj] an jeder anderen Stelle ist sie zwar unendlich 

vieler Werthe fähig, die aber stets von Null verschieden sind. 

Hier haben wir ♦ als abhängig von (a:, y) allein betrachtet. Nehmen 
wir beide Punkte als variabel an, aber in der Nähe des Nullpunkts ge- 
legen, so ist die Function ^ in ihrem Ursprungs-Element symmetrisch ab- 
hängig von (xyy) und {x\y')\ sie ist, wie aus (2.) hervorgeht, darstellbar 
als reguläre symmetrische Potenzreihe von y und y\ die für y = —y ver- 
schwindet, und die ihr Zeichen ändert, wenn man gleichzeitig y durch —y, 
y' durch — y' ersetzt. 

Lassen wir y in —y' übergehen, ohne y zu ändern, so kommen wir 
zu einer Function ^(a?, y; x',—y'), die Null wird in den beiden correspon- 

direnden Punkten {x,y^) und (-r, '^Vj' ^^^ diesem Uebergang verwandelt 

sich n(xyy') in —u(x',y'), und iH^ß{w') in '^fH^ß(w'\ wo das obere oder 
untere Zeichen gilt, je nachdem die Function H^ß im Nullpunkt verschwindet 
oder nicht Wir können demnach diese zweite Function durch folgende 
Formel definiren: 

(ry\ &aß{n(x,y)-'u(ix',y'\...) ^ ^/^ ^' f^ 

^ '^ +[aß\\^Haß(tc)fHaß(wy(w+u>'+aa+aß) ^'^' ' ^'' 

Hier zeigt sich, da 0^ß ungerade ist, dass die neue Function eine alter- 
nirende ist, wenn wir beide Punkte auf die Umgebung des Nullpunkts be- 
schränken. 

Nehmen wir ein Ö„„ das einer anderen Gruppe angehört, so ist das 
zugehörige S„, ein zweitheiliger Ausdruck. Der eine Theil ändert sein 
Zeichen beim Uebergang von y' zu —y', der andre nicht; jedenfalls 
bleibt aber der Aequivalenzwerth von S„, ungeändert. Es ist deshalb 
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meute die Werthe 

u = u(x, y)+u(x, jf'), etc., 

80 werden die Grössen q> sämmtlich rationale Functionen von (ar^jf), und 
der Thetaquotient in der Gleichung (2.) wird äquivalent fp,- es wird also 
Q das Product von f^ mit einer rationalen Function von (x, y). Der Punkt 
{x\y) ist hierbei beliebig. Lassen wir ihn mit dem Nullpunkt des Ge- 
bildes zusammenfallen, so werden die vorausgesetzten Werthe der Argumente 
mit den Integralen ii(a?, y), u\xy y) u. s. f. identisch; denn u(x\ y') ver- 
schwindet. Wir sehen daher: 

Für II =3 ii(ar, jf), u' =^u(x,y) etc. wird jeder Quotient von Producten 

gleich vieler Theta: 

p G(u+a),e (u+b)ß... 

dessen Constanten die angegebene Bedingung erfüllen, eine Function von 
•p, die den Aequivalenzwerth ^aß^i^ besitzt 

* — 

Wir wenden dies zunächst an auf den Quotienten: 

©n.{«i(x,y)+u(x„y,))@^(«i(x,y)-ii(x„y,)) " ^^^^ 9^' 

der, dem aufgestellten Satz nach, eine rationale Function von (x,y') ist 
(^17 yO und (^2,^2) seien feste Punkte des Gebildes. Der Zähler werde 
mit Z, der Nenner mit AT bezeichnet Nach den letzten Formeln des vorigen 
Paragraphen ist dann: 

denn f^ ist rational. Nun wird ^(x, y; Xj, yj gleich für (x, y) = (xj, — y,) 
und für (a?, y) = (— , ^i) ; ^(x,y; x,,-y,) dagegen ftir (x, y) = (x, , y ,) und 

(x, y) = ( — , -yi). Beide Functionen zusammen werden demnach Null in 
denselben vier Punkten des Gebildes, wie A(ir— tr,), und wenn wir: 

setzen, so ist dies eine Function von (x^y), die nirgends Null und nir- 
gends unendlich wird. Wir bekommen so: 

Zoof^{tD)e{iD-w,)V(x,y; x,,y,), 

und ebenso ist: 

A'oo/*(i«?)e(tr-ir2)^(x,y,- x^.y^). 



F. Schotiky, Thgorie der elUpiisch^hypereUipHichen Functionen. 241 

Nun 8ind aber Z und N äquivalente Grössen, da ihr Quotient rational ist. 
Ausserdem ist c(t(?— w?i)ooe(ti?— 2^2); folglich ist auch 

^(«>y; *,,y,) 

eine rationale Function von (x, y). Aber diese kann niemals Null und 
niemals unendlich werden; sie ist also eine Constante in Bezug auf {xy y). 
Hieraus schliessen wir, dass V(x,y; a:i,yi) in zwei Factoren zerfällt, 
von denen der eine nur von (x^y)^ der andere nur von (x^^y^) abhängt. 
Die Gleichung (2.) zeigt ferner, dass die Function V symmetrisch ist in 
Bezug auf beide Punkte (x^y) und (a?!, yO, wenn man sie auf die Um- 
gebung des Nullpunkts beschränkt; denn von den Factoren des Zählers ist 
der erste symmetrisch, der zweite, ebenso wie der Nenner, altemirend. Wir 
können demzufolge setzen: 

^(xyy; x,,y,) = W(x, y)V{x^, y,). 

So sind wir zu der Gleichung: 

(3.) ^(x,y; Xi,y,)^(x,y; x^,-y,) = h(W'-'Wi)9(x, y)V(x^, y,) 

gelangt, in der V(x, y) eine Transcendente ohne Null- und Unendlichkeits- 
stellen bedeutet. 

§24. 
Wir nehmen jetzt fllr n, u\ n", 11'" Summen von je vier Integralen: 
u = u{x, y)+fi(a:i, yi)+u{x2, y2)+«(a?3, ys), 
(1.) ^ u = w'(ar, y)+"- 

etc. 

Dann dürfen w, u\ ti\ 11'" als unbeschränkt veränderliche Argumente gelten, 
da ihre Functional - Determinante nach x, a?i, x^^ x^ nicht verschwindet. 
Bilden wir nun den Quotienten: 

ß /,A Qm(ti(a;,y)-t<(a?,,y,)) 

'^"^''^ ©^(ii(rr,y).H«(^„yJ)e.(ii(^,y)+<^„y,)) ' 
SO ist dieser, dem allgemeinen Satz zufolge, darstellbar als Product von |^« 
mit einer rationalen Function von {x^ y). Wir erhalten daher : 

^nWcx;§^ ©-K^,y)-t*(x,,yJ) 

Die Indices m, n sind beliebig ; nur muss natürlich 0^ von und Q^ ver- 
schieden gewählt werden. 
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Eg ist aber — wenn w, u?i, W2j w^ die Werthe von w in den vier 
Punkten bedeuten — : 

0m(tt(a?, y)+u(x2, y2))oo g^_l^^ L^ix.y; X2,y2), 

Folglich: 

Diese Formel gestaltet sich symmetrischer, wenn wir die letzte Gleichung 
des vorigen Paragraphen benutzen. Sie geht dadurch ttber in: 

ö (n^r.^ rWI«»^^,y; ^i,y,)^(^iy; ^,.y^)^Q^,y; g^,.y,) 

oder, da 
ist: 

Wir fügen noch im Zähler die drei von (jr, y) unabhängigen Factoren: 

^C^uyr, ir2,y2), *(^ijyi; ^3,y3), *(a?2,y2; a:3,y3) 

und im Nenner: 

n^i, yi)n^2, y2)n^3, ys) 

hinzu. Das symmetrische Product: 

^^•>^ tP(x, y)«/(a:., yj^p^^,, y,)tp(rr„ yj 

werde mit ß bezeichnet. Dann ist: 

(3.) Qn(n)oof(w^w,+W2^-w;)^^R. 

Mit Hülfe dieser Gleichung ist es möglich, die einzelnen Functionen 
&n(M)\ deren Argumente als Summen von vier Integralen gegeben sind, 
durch die Grenzen dieser Integrale auszudrücken. Betrachten wir den 
transcendenten Factor R. Dieser wird nie unendlich, und verschwindet als 
Function von {x, y) in den sechs Punkten : 

(a?a, -Va), (— , y«) (« = 1,2,3). 
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Bilden wir also den Quotienten 

R ' 

80 ist dies eine Function mit dem Aequivalenzwerth f(w+Wi+W2+Wi)§^, 
die nur in den angegebenen sechs Punkten unendlich werden kann, und 
zwar höchstens von der ersten Ordnung. 

Wir werden sehen, dass diese Bedingung genügt, um die Function 
bis auf einen von (x^y) unabhängigen Factor zu bestimmen. Ist der Aus- 
druck, den wir auf diese Weise erhalten, ausserdem symmetrisch in Bezug 
auf alle vier Punkte, so nennen wir ihn wieder S,, und oflFenbar kann sich 
dann 6^(u) von RS^ nur um einen Factor unterscheiden, der von allen vier 
Punkten unabhängig ist. Die Bestimmung dieser Constanten, die leicht ist^ 
wenn man die specielleren Formeln des vorigen Abschnitts heranzieht, über- 
gehen wir, da sie kein besonderes Interesse mehr bietet. 

Multiplicirt man S^ mit dem altemirenden Product 

und setzt: 

80 ist X^ eine alternirende Function der vier Punkte, und als abhängig 
von (x,y) charakterisirt durch den Aequivalenzwerth: 

X^ C\) h(w--Wi)h(w-'W2)h(w-'W3)f(w-\-Wi+W2+Wz)Sn9 
sowie durch die Bedingung, dass X^ nirgends unendlich werden darf, aber 
verschwinden muss in den sechs Punkten: 

(^a, ya)l (-^-7 -Va) (« = 1,2,3). 

Um die Ausdrücke -X, oder S, wirklich zu bilden, werden wir allerdings 
wieder die vier Gruppen zu unterscheiden haben, was die Aufgabe com- 
plicirt macht; auch die Resultate werden der Form nach durchaus ver- 
schieden. Eine Vereinfachung aber ergiebt sich aus folgender Bemerkung. 

Ersetzt man (x, y) durch den correspondirenden Punkt (— , — y), so werden 

offenbar die Nullpunkte von X^^ und die Unendlichkeitspunkte von S« nicht 
geändert. Auch die Grösse |„ behält ihren Aequivalenzwerth. Denn nach 
den Angaben am Schluss von § 19 ist: 
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Führt man nun die Transformation aus, wodurch w in w+s übergeht, so 
ergiebt sich: 



Da nun 



)fA^(w) }/BXw) = iA{w)^fB(w) = iH^(w) 
ist, so folgt: 

h'(ic) 1 

Mithin ist ^«11 = ^"^, und da ausserdem l^ool ist, so erhalten wir §,ir>o^,. 
Nur der Factor f(w+Wi+W2+Wi) ändert sich; er geht in gitv+Wi+Wi+w^) 
über. Die Function, die aus S^ hervorgeht, indem man den Punkt (x, y) 
durch seinen correspondirenden ersetzt, hat demnach den Aequivalenzwerth 
g(w+Wi + W2+W3)Sn' Dies lässt sich aber, Ab. SnC\Je(w) ist, auf die Form: 

bringen. Es genügt also die Function S^, die aus S« durch die Trans- 
formation von w in w+s, und von ^H„(w) in —iH^^w) hervorgeht, in jeder 
Beziehung denselben Bedingungen, wie S>„„^ und wir können deshalb 
Snn = Sl setzen. 

§25. 

Ist der Aequivalenzwerth (p einer Function X gegeben, so ist X das 
Product von tp mit einer rationalen Function von (x, y). Jede rationale 
Function aber lässt sich so darstellen: 

wo l{w) und ti{w) elliptische Functionen sind. Setzt man nun y(p = tp, 
so wird: 

Hier kann tp sowohl wie v/ dadurch geändert werden, dass man irgend 
welche elliptischen Functionen als Factoren hinzufügt. Es handelt sich nun 
darum, für jedes X^ ein möglichst einfaches Paar solcher Aequivalenzwerthe 
y, V' herzustellen. 



(1.) 
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Es ist allgemein: 

K = h(w—Wi)h(w—W2)h(fD—tD2)f(w-\'fDi + W2+Wi)^ 



\'A(u}) VA(u>) 



Wir fuhren zanächst den Fall durch, wo N eine gerade Zahl ist: 

A' ~ (raod. 2). 
Dann ist q" eine Potenz von p^ Es ist aber (f^ c\) e(w); folglich: 



Leo 






Ausserdem ist, nach (8.), § 17: 



]'A(w) nfOo-a,.) ' 

y 

wo das Prodnct im Nenner sich über alle Elemente von n erstreckt und 
demnach aus N Factoren besteht. Somit haben wir: 



V 

Ferner, da Sa, = o, ist: 

TZ/'C» - o,) ./'(w + o.) CO r+' (fp). 
Folglich: 

Diese Formel lässt sich noch etwas anders fassen, wenn man bertlcksich- 
tigt, dass /^(tp) = e{vD)h(vD) ist; nämlich so: 



Hierzu fUgen wir eiuen zweiten Aequivalenzwerth derselben Grösse: 



(3.) l.fNj-^^"'-'^) ^'*"''("'> 



Dass in der That beide Ausdiiicke äquivalent sind, sieht'man sofort, wenn 
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man ihr Product bildet: 



^^'^ f\w) {h\wy " 

Diese Formel ist richtig; denn es ist l^ool, und der Ausdruck auf der 
rechten Seite ist ebenfalls eine rationale Function von (rr, y). 
J)em Factor K geben wir die Form: 

Dann ergeben sich aus (2.) und (3.) zwei Werthe, die beide äquivalent 
K§„ oder X„ sind: 



(4.) 



(p = /'(w-»p,-fr3-»P3+a,)(A(tr)y-»'V^,(»p), 



Wir werden demnach X. so darstellen: 



(6.) 



(5.) X^ = L(fr)|/£^„(fir)+ilf(f£^)l/£^„,(fr), 

wo L(ir) und M(ir) eindeutige Functionen von w sind, die den Bedingun- 
gen genügen: 

I(tr)oo/'(fi?~tri-tt?,~fr3+an)(A(«'))'"*^ 
M(w)(:\:> f{w — v)^ — iD2—w^-a^{h(w^^ 

Hierzu kommt, dass X^ im Gebilde nie unendlich werden darf, und dass 
deswegen auch die beiden Theile, aus denen der Ausdruck besteht, stets 
endliche Werthe haben müssen. Dann kann aber auch weder L{w) noch 
M{w) unendlich werden. Folglich sind L(tr) und M(w) elliptische Theta- 
functionen, die erstere vom Grade 7— iV, die zweite vom Grade iV— 1; ihr 
Charakter ist durch die Formeln (6.) bestimmt. 

Der Ausdruck L(w) enthält hiernach 7— A, der andere iV— 1 Coeffi- 
cienten. X^ hat also im Ganzen sechs Coefficienten, für deren Bestimmung 
die Gleichungen: 

(7.) ^n = für (a?, y) = (a?«, yj und (- - , -y,) (a = i, 2. 3), 

oder, was dasselbe ist: 



für: 
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gegeben sind. Führen wir ]^H„(jp^)y \^H„„(Wa) so ein, dass das Product 

dieser Grössen gleich ]^H„(w^) oder tfah^iw^) ist, so haben wir zur Be- 
stimmung der Coefficienten das System von sechs Gleichungen: 

I. Im Allgemeinen ist eine Gleichung mehr vorhanden, als zur 
Bestimmung der Coefficienten nöthig wäre. Nur in den beiden besonderen 
Fällen: 

N=0 und iV=8, 

wo es sich um die beiden ausgezeichneten Functionen 0, 0^ handelt, braucht 
man sie alle. Penn fUr N=0 wäre lU(tp) eine Thetafunction vom Grade 
— 1. Eine solche existirt nicht; demnach ist M(w) identisch Null. L(w) 
ist dann eine Thetafunction siebenten Grades, die aber, den Gleichungen 
(8.) zufolge, für w=^Wa und w^w^+s verschwindet. L(ir) muss daher 
durch h(w—fDi)h(fr—fC2)h(fc—tV3)^ oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
durch das im vorigen Paragraphen definirte alternirende Product D theil- 
bar sein. Der Rest ist eine Thetafunction ersten Grades, die, dem gege- 
benen Aequivalenzwerth nach, nur f(w+fVi+W2+W3+an) sein kann. ö„ ist 
aber Null, und H^(w) = 1. Wir erhalten daher: 

X^, = Df(w-\-Wi+W2 + W3)^ 

Die entsprechenden Formeln des anderen Falls, iV= 8, werden hieraus direct 
gewonnen, indem man w durch w+s ersetzt: 



(9.) 



(10.) 



Demnach ist: 



jX„ = Dg(tv+Wj^+W2+W3), 



(11.) ^r7% = Con^t e(w+Wi + W2+fDA 

0:7 C'O 



Man sieht leicht, dass der Werth des constanten Factors nur + 1 sein kann. 
Denn lässt man W2 mit Ö7, w^ mit a« zusammenfallen, so wird u(x2^y2)'\-u(xi^yi) 
gleich der zum Index 78 gehörigen halben Periode, und die Gleichung (11.) 
muss mit der Formel des vorigen Abschnitts: 

32* 
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identisch werden. 

II. Wir gehen jetzt zu iV = 2 und iV = 6 tiber. 
Es sei zunächst iV=2. Dann folgt aus (6.): 

l L(fr) oo /'(fr-fri-ir.,~fr3+aOA''(fr), 

Die letztere Gleichung bestimmt M(w) bis auf einen constanten Factor. 
Es muss: 

(13.) 3/(ir) = Cf(-w+w, + w,+w,+a,) 

sein, wo C von w unabhängig ist. Der Thetafunction fünften Grades L(w) 
geben wir die Form: 

Lj Ä (fr — fr.2) Ä (fr — «r3)/*(fi? — 1^1 + 1^2 + f^a + a„) 
(14.) \-\-Lih(w—fD3)h(w-w^)f(w+tDi'-w.i+tD^+an) 

. + ^3 A (»^ — «^1) Ä (m? — W.^f{wA- Wi + U>2 — fTj + «0? 

die allerdings der Bedingung (12.) genügt. Sie muss aber doch erst dadurch 
gerechtfertigt werden, dass wir zeigen: die Coefficienten L^ Li^ L3 und C 
lassen sich so bestimmen, dass die Gleichungen (8.) sämmtlich erfüllt werden. 
Setzen wir fr = fr,, so erhalten wir aus (13.) und (14.): 

Ar(fr,) == Cf(jo.,+ Wi-]ra^), 
Dagegen wird: 

L(wi+8) = AiÄ(fri — fr2)A(fr,-fr3)^(fr2+f£?3+a„). 

Die Gleichungen (8.) führen in beiden Fällen zu derselben Beziehung 
zwischen C und L^: 



(15.) L,h(it\--iV2)k(iv,-7v,)yHXwO + C\^Hnn(iioO = 0. 

Wir setzen, da wir für C einen willkürlichen von iv unabhängigen Werth 
wählen dürfen: 



C = )^//„(frOl//A(*i'-2))^//„(«r3)A(fi?i-fr2)Ä(fri~fr3)Ä(ir2-fr3). 
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Dann wird, zufolge (15.): 



L, = - ]/H,„ («?,) fÜniCuh) }/K(v^h(w^ - 1*3), 
4 = - }/ H,(i^)i H,,{w,) }/ HXWi)h(w^-w,\ 

U = - }/ H,{w,)\'Hjw,)fH;j^)h(w,-w,), 
und wenn wir die Werthe dieser Coefficienten in die Aasdrücke L(io\ M(to) 
einführen, so wird L(w)YWXw)+M(tv)VH„^(w) oder X„ gleich: 

. h(;w—w^h(w—w^h{w2 — W2)f(w — 11^ + 102+ zv^+a^^)— etc. 

Der ganze Summenausdruck besteht aus vier Gliedern und ist alter- 
nirend in Bezug auf die vier Punkte. Dividiren wir ihn durch das mit D 
bezeichnete Product, so erhalten wir den symmetrischen Ausdruck S^: 



(16-.) S, = 2: 
^ ^ " 0,1,2,3 



VHnn(^ o)VHn(wOy Hn(t€;)yHn(iw,)f(-w , +tr, +tr, +tr, + 0.) 

wo wir, um die Symmetrie stärker hervorzuheben, der Variabein w den 
Index gegeben haben. 

Zu den Grössen S^^ mit sechsgliedrigem Index kann man übergehen, 

indem man ito+ä statt «?(,, und —VH^^w^i) statt yH^(u\i) schreibt: 



('6'-) S.. = X^, 



VHnn(w,)yHn(w,)yHn(tü,)yHn(tü,)g(-tü,+w,+w, + w,+an) 



IIL iV = 4. 

In diesem Fall sind L(iv) und M(w) vom dritten Grade: 

L(^iü) c\) f(w —w^ — Wi—w^ +ö«) A (i^), 
M(w) (Sj f(w — tüi — iv-i — 1^3 — ön) A (?^). 
Wir denken uns demnach L(w) und M(w) so dargestellt: 

'L(fr) = Lih(w — Wi)f(w+Wi—W2-'Wi+a„y 
+ Li A (fc — fr2)/*(fr + »^2 — tt?i — M?3 + fln) 
+ La A (tr — iTayCir + iTa — IT, — 1^2 + aj, 

M(f(?) = ifiA(fr— fr,)/'(fr2+/«'3 — tt?— iTi + aJ 

+ ^2 A (tr — fr2)/'(iri + tt?3 — M? — M?2 + «0 
+ M3A(fr— fr3)/'(fri + fr2— fr— iTj+aJ. 



(17.) ■ 
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Hieraus folgt; 

Die Gleichungen: 

führen daher zu folgenden Beziehungen zwischen den Coefficienten : 



+ (L,h(w,'-w,)VHXfvO + M,h(w,--w,)VH,,(w,))f(^^ = 0, 



(LJi(w,-w,)VH,(w,) + M^h(w,-w,)VH^„(w^))g(w.2-w,+a,) 



Die eingeklammerten Ausdrücke sind in beiden Formeln dieselben; sie 
müssen also Null sein. So erkennen wir, dass, wenn a^ ß, y die Indices 
1, 2, 3 in irgend welcher Reihenfolge bedeuten, stets: 

(18.) L,h{^^c^^xc,)^|HJ^:)^M,hi^^^ = 

ist. Diese Beziehung reicht offenbar aus, um die Verhältnisse aller sechs 
Coefficienten anzugeben. Wir genügen ihr, wenn wir setzen: 



u - h{x^,-u>,)yH;{io;) ]/Ä,,(f^)VÄ.7(^), 

u. s. f. Diese Werthe sind in die Ausdrücke (17.) für L{xv) und M{w) ein- 
zuführen. Dann wird wieder 

X, = L(i^)V^r(^)+if(itoVÄ„7;^) 

eine alternirende, dagegen S« eine symmetrische Summe, die aus sechs 
Gliedern besteht, und die wir so schreiben können: 
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Die fünf übrigen Glieder entspringen aus dem hingeschriebenen, indem man 
das Panktepaar (;w^), w^ der Reihe nach mit: 

vertanscht. 

IV. Nun kommen wir zu dem letzten Fall: iV^ 1 (mod. 2), also zu 
den Functionen, die sich zu O und 0^, azygetisch verhalten. 

Hier müssen wir aber die Darstellung ändern. Aus den Gleichungen: 



p = TT—r. e'cx)eO^) 



ziehen wir die Folgerung: 



Es war aber: 

und da: 

/(tr —Wi)f(w — w^f(w — M?3)/'(ii? -f f(?i + «?2 + iTa) c\:>r(p) 

ist, so können wir setzen: 

Kc\jg(w -'Wi)g(w-Wj)g(w'-W:i)f*(w). 
Danach wird: 

(20.) X,(\jg(w^ w,)g{w ~ w,)g{w ^ w ,){e(w)Y' ^'^ MÄJ^, 

also entweder: 



oder: 

X^C\:>g{w-u>,)g(w- w,)g(w-W3)YAJw), 

je nachdem iV^l oder N=:3 (mod. 4) ist. 

Wir dürfen uns auf einen dieser beiden Fälle beschränken. Denn 
zu dem andern können wir dann leicht durch die Transformation von w 
in w+8 übergehen. Wir nehmen: 

iV = 1 (mod. 4) 
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an. Dann ist: 

ein Aequivalenzwerth von X^^ und: 

ein zweiter, weil fUr den Fall eines ungeraden iV die beiden Grössen 

YÄJtJo) und VB^{w) äquivalent sind. Das Produet YÄ^{w)yRjw) ist wieder 

gleich VH„(w), ebenso wie vorhin ViiXf^)VH^„(u)). Hiernach gilt für X^ 
folgende Darstellung: 

(21.) X^ = L(w)VA2fc)+M(w)VB:X^^ 

wo L(w) und M(w) eindeutige Functionen von ic sind, mit dem Aequiva- 
lenzwerth : 

f(w — w^)f{w — u>^f{w — 1^3). 

Da X^ nie unendlich wird, so dürfen auch L(u>), M(w) nicht unendlich 
werden. Dies sind also Thetafunctionen dritten Grades, die wir zusammen- 
setzen können aus den drei Functionen: 



(22.) 



Es sei: 



(23.) 



f(w—Wi)g(tB-tPi)g(fD-fD2) = Pi(w). 
M(w) = M^P,(w)+M,P,(w)+lU,P3(w); 



also: 



(24.) X, = 2:{Lj~Ä„(w)+IUjB„(w))P,(w). 

a—l 

Wir wollen bald den Ausdruck für X^„ hinzufügen. Dieser entspringt aus 

X^, wenn wir w durch w+s ersetzen, und hierbei VH„(w+8) = ~VjH^(a?) 
annehmen. Da aber für ein ungerades iV: 

A^(fD+s) = -B^tff) 
ist, so folgt aus der Gleichung 



VA,{w+s)VBXw-^s) = ^VA^(w)Vb;:(w): 
Wir haben also bei dieser Transformation VA^^w) und VB„(^w) einfach zu 
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vertauschen. Die drei Functionen Pa(«^) gehen über in: 

(25.) ' Q2(w) = g(W'-7V2)f(W'-Wy)f(w-w,)^ 

Demnach ergiebt sich: 

(26.) X^^ = i(/^al^^^) + ^«Ki"nW)(?a(w;). 



Wir können jetzt die Coefficienten L^, lUa bestimmen durch die Bedingung, 
dass sowohl X^ als X„j^ verschwindet für w = w^, VA^iw) = yAn(Wa), 

VbJw) = VKM- 

Für w = Wa ist Qai'^) von Null verschieden, aber die beiden anderen 
Functionen Q verschwinden. Daher ergiebt sich aus der Bedingung X^^ = 0: 



Wir setzen dementsprechend: 

Dann wird der Ausdruck von X^ (Gleichung (24.)) folgender: 



X, = 2: c^Pa{fi^KyB„{w)VKM-VA^{w)VA,{w,)y 

a=l 

Diesen wollen wir noch etwas modificiren. Es sei: 

P{^) = 9{tD-Wi)g{w-W2)g{io — W3). 
Dann ist P«(fr) = P(fr)e(fr— trj; und wenn wir nun die Function: 

(27.) (V^f^yß.(ir')--VA(tP)V^tÖ)e(^-«?') mit [w,w'] 
bezeichnen, so wird: 

X„ - P{w) i C,[w, trj. 

Statt P{w) fuhren wir nun das symmetrische Product 

(28.) J = g{w-Wi)g{w-W2)g{w'-iD3)g{wi'-W2)g(wi'-'W2)g{w2'-iOi) 

ein, das sich von P{w) nur um einen constanten Factor unterscheidet. 
Dann ergiebt sich: 

3 

X^ = ^-2;Cl[ir, frj. 

a=l 
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• Wenn wir nun «? = «?„ werden lassen, so verschwindet Ä\, und gleichzeitig 

[xo, tv^]; wir erhalten : 

Demnach ist zu setzen: 

Cl = [i(^2 , ^73] ; dz = ["^3 , ^^1] , C; = [w;, , 102] , 

wodurch der Ausdruck X^ bestimmt ist und auch wirklich alternirend wird 
in Bezug auf alle vier Punkte: 

(29.) X, = J \[w, w^][i02^ w^]^ [w, W2\[iv^, Wi]+ [w, w^][wi , w?2]| . 

In dem Product D ist J als Factor enthalten, und der andre Factor ist: 

Daher ist: 

g ^ [tr, trj[tr,, tr,] H h [tc, tr,] [w,, trj 

oder, wenn wir jetzt die Ausdrücke (27.) flir die Functionen \w^ to'\ einführen: 



r30) 5^2: (V^w/^Ctrj-V^wV^Ktö)^ 

^ '^ "" 1.^-3 ^(w?— trj)^(tr,-irJjr(fi?-tr,)/'(tr-tr,)/'(tr,-irJ^(tPj-tr,) 

Wir haben hier der Einfachheit wegen den Index n bei den Functionen 
A^{xd)j B^{tc) fortgelassen. Ftihrt man die Multiplicationen aus, und berück- 
sichtigt die Gleichung: 

e{tr—Wi)e{iC2—tv^)'\ \'e{tv—tV2)e{tVi—tV2) = e{w-'ic\)e{w—W2)...e{w2'-'Wi)j 

so ergiebt sich: 



(31.) 






Uebersichtlicher ist der Ausdruck, der sich hieraus für die zugeordnete 
Grösse S^^ durch die Transformation von tr in w+s ergiebt. Setzen wir 
w = iTo, SO erhalten wir: 



.32^ s =, ^ l/^iK)}^gÖ^)]/^(«rjV^(trJ + 

UW /"(tro-«'i)/'(«?o-tt',)/'(tt'o~«^,)^(««',-««',)^(w'i~«Pi)y(«Pf— «Pf) 

Wesentlicher als diese umfangreichen Summenausdrücke — die aber 
doch gegeben werden mussten, weil sie der Zielpunkt der Untersuchung 
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waren — ist der Satz, der sich mit Evidenz aus diesen Betrachtangen 
ergiebt: 

Die Abekchen Functionen, die sich aus den Theta bilden lassen,' 
werden, wenn man für die Argumente Integralsummen einführt: 

u = tt(a?, y)+ti(a?i,y,)4---, etc:, 

rationale symmetrische Functionen der Punkte {x,y), (0^1,91), ..., die un- 
geändert bleiben, wenn man je zwei dieser Punkte mit ihren correspon- 
direnden vertauscht. 
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Zur Theorie der elliptischen Functionen. 

(Von Herrn Paul Günther.') 



W enn zwei eindentige elliptische Functionen (mit denselben Perioden) 

(1.) x = (f(u), y = tp(u) 

gegeben sind, zwischen denen ja immer eine algebraische Gleichung 

(2.) fix, y) = 

bestehen muss, so kann man sich die Aufgabe stellen, auf rein algebraischem 
Wege folgende Probleme zu behandeln: 

a) Vor Herstellung der Gleichung (2.) zu entscheiden, ob dieselbe 
vom Range oder 1 ist; 

b) im ersteren Falle eine dritte elliptische Function 

aufzustellen, durch welche sich x und y rational ausdrücken lassen, and 
diese Ausdrücke zu bilden (wiederum ohne Kenntniss von (2.)); 

c) die Gleichung (2.) herzuleiten. 

Die folgenden Untersuchungen sollen einen Beitrag zur Lösung dieser 
Probleme liefern. 

I. 

Satz von Herrn G, Humbert über den Rang der Gleichung /(x, y) = 0. 

Herr G. Humbert hat den Satz bewiesen: die zwischen zwei ellip- 
tischen Functionen 

(1.) X = </)(w), y = xp(u) 

(mit den Perioden 2£ij 2i2') bestehende algebraische Gleichung 
(2.) /^(x, y) = 
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ist vom Range 1 oder 0, je nachdem einem willkürlichen Werthepaare 
(x, y) stets nur ein oder mehrere incongruente Werthe u entsprechen („Sur 
les courbes de genre un", Thfese, Paris 1885; vergl. anchComptes rendus 
Bd. 97, S. 1136, sowie zwei Abhandinngen von Herrn Otto Schlesinger, 
Math. Ann. Bd. 33, S. 444, und Bd. 34, S. 463). Man kann die Richtig- 
keit dieses Satzes auch auf folgendem Wege darthun. 

o) Wenn die Gleichung (2.) • vom Range ist, so giebt es eine 
rationale Function z von x und y, durch welche sich umgekehrt x und 
y rational ausdrücken lassen. Ist also r der Grad der elliptischen Func- 
tion Ä (r>l), so entsprechen jedem Werthepaar (x, y) r incongruente 
Werthe u, deren Summe überdies constant ist. 

b) Wenn (2.) vom Range 1 ist, so kann diese Gleichung durch eine 
rationale eindeutig umkehrbare Transformation 

(3.) x = Ä,(^, Ti), y = R,(iS, ij),- 

(3^) S = S,(x, y), n^S,{x,y) 

in die canonische Form 

(2-.) if = 4|^~j/,|-^3 

übergeführt werden, und es wird auch (2^) vom Range 1 sein. Dabei 
können wir festsetzen , dass etwa dem Werthepaar (^ = t», ?y = c») das 
Werthepaar {x = y(0), y = V^(0)) entsprechen soll. Aus (3.) ergiebt sich 
eine neue Parameterdarstellung von (2.): 

y = Ä2(j?(«?|ö>,w'), p\v\ü},tü')), 

bei welcher alle zu einem Werthepaar (x, y) gehörigen Werthe u in der 
Form 

erscheinen; ti = und i? = sind entsprechende Werthe. Die Gleichungen 
(3-.) liefern 

[p'(v\w, io') = @.(^(ii|i2, 12'), pXu\n, n')\ 






(5.) 



und hieraus folgt 
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(@, @i, @2 bedeuten rationale Functionen der eingeklammerten Argumente 
P9 P')* Würde nun e für einen endlichen Werth u unendlich werden, so 
würde es ein bestimmtes Paar (x, y), also auch ein bestimmtes (ß, rj), geben, 
für welches 



V 






unendlich würde, was nicht angeht Nach (6.) ist daher 
(7.) f) =. au 

(a = const.), es haben also die zu einem Werthepaar {x^y) gehörigen 
Werthe u sämmtlich die Form 

~ c\ ^ rk t ^* 

U = tl + 2u f-2/i (//, ^' = -00... + «). 

Hieraus folgt aber: wenn in dem Periodenparallelogramm (2£l, 212') jedem 
Werthepaar (ar, y) r(> 1) Werthe u entsprechen, so kann dieses Parallelo- 
gramm kein primitives sein. 

Wir haben also gezeigt: Wenn Gleichung (2.) vom Range Null ist, 
entsprechen jedem Werthepaar (a?, y) mehrere Werthe, im Falle des Ranges 
Eins nur ein Werth u in jedem Periodenparallelogramm (natürlich primi- 
tive Perioden vorausgesetzt). Damit ist aber auch der Satz von Herrn 
Humbert bewiesen. 

Wir bemerken noch Folgendes: die Gleichungen (5.) sind nach (7.) 
zu ersetzen durch 



(80 >(«l^,^) = Ä(^(«|ß,i2')) 



(R eine rationale Function); es müssen also Gleichungen von der Form 



2»i = m« Ym 



(9.) 



a ' a ^ 



(O . , Al' 



n' = n' — +n' 

a a 



bestehen (m, m\ w, n' ganzzahlig), wobei 



fit m' 



n fi 



= r 



ist; r bedeutet, wie oben, die Anzahl der modd. 212, 2/2' incongruenten 
Werthe ti, welche einem (x, y) entsprechen, — diese Zahl ist nämlich die 
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Ordnung der durch (8.) ausgedrückten Transformation elliptischer Func- 
tionen. Aus (9.) ergiebt sich sofort, dass für r>l einerseits, wie schon 

bemerkt^ (2jQ^ 2i2') kein primitives Periodenpaar sein kann, andererseits die 

2Si 2Si' 
Grössen , überhaupt keine Perioden sind, was eine Behauptung 

von Herrn 0. Schleringer (Math. Ann. Bd. 34, S. 463) richtig stellt. 

Ehe wir nun ein Verfahren angeben, das in dem /TtKiniöer/schen 
Satze ausgesprochene Kriterium für die Feststellung des Ranges von (2.) 
algebraisch zu fixireu, wollen wir uns zunächst zur Behandlung des dritten 
der obigen Probleme wenden, um gewisse sich dabei ergebende Hülfsmittel 
für die Lösung der beiden anderen Aufgaben benutzen zu können. 



II. 

Bildung der zwischen zwei elliptischen Functionen bestehenden algebraischen Gleichung. 

Bei der Herleitung der zwischen den Functionen 

(1.) x^ip(u), y^rpiu) 

bestehenden algebraischen Gleichung setzen wir mit Herrn Hermite (dieses 
Journal Bd. 82, S. 343 ff.) der Uebersichtlichkeit wegen voraus, dass (p{u) 
und yj(u) lauter et^/loicAe Unendlichkeitsstellen besitzen; die im allgemeinen 
Falle erforderlichen Modificationen wird man leicht übersehen. Dann können 
wir, indem wir nöthigenfalls u, a?, y durch lineare Functionen u-{-Ux)^ ctx+ßy, 
a'x+ß'y ersetzen, die Gleichungen (1.) in der Form 



(1-0 



,=^1 a{u—ai) 

y = yu+2^Bi — r — v 



(-2'ii,. = -rÄ,= o) 



annehmen, wobei keine der Grössen a,, ^,, Bi den Werth Null haben solL 
Mit Hülfe der Formel 

a'(^ — c) _ g'<< ^ ^'^ 11 P'"+P'«' 
a(u — v) ""au av ^ pu—pt 

ersetzen wir die Gleichungen (1^) durch folgende: 



(2.) 
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(indem wir von x and y je eine Constante abziehen and fUr ^Af, \B 
wieder ^,, Bi schreiben). 

Fuhren wir weiter die Bezeichnungen ein: 

t = ipu, /, = fpOi, t'i = (p'a^. 



(3.) 



Kf) = /!(<-/,), 



1 = 1 



ML- yJii ML- y »i« 

1,(0 - tSi i-ti ' LCO Ä '-'< ' 



^. 



ÄCO _ 5 

i L(ö -,t,t-tr L{t) -,^, /_<,' 



^._W ^ J «1 



80 wird 

(4.) 



jy. (0+p'«. A'.(0 
*- L(0 - 



» = 



lf,(0+y'ti.Af.(0 
L(0 



Zwischen x, y, t bestehen also die drei Gleichungen 

(5.) V(t).x''-2L(t)M^(t).x = iV?(O.S(0--M?(0, 

(5-.) L\t).f-2L(t)M,{().y = Ni{t).S(l)-Ml{t), 

,., . L(t ).x-M,0) _ L(t).y-M,(t) 

^ -^ NXO - ^,(0 

wobei 

S(0 = 4:i'-Gj-Gs 

(Gj, (j3 die za den primitiven Perioden 2S2, 2S2' gehörenden Invarianten) 
gesetzt ist. 

Zwischen x und t muss aber eine Gleichung bestehen, die in x vom 
zweiten, in / vom mten Grade ist, und zwar, da x nur für < = t^ («= 1, 2, ... m) 
unendlich wird, von der Form 

(6.) L(0.x'-2f,(t).x-f,{t) = 0, 

ebenso 

(6-.) lQW-2g,(t).y-g,(t) = 0; 

dabei können die ganzen Functionen /i, f^^ </,, g^ nur vom (m— l)ten Grade 
sein, da / nur für a; = 0, bezw. y = 0, unendlich wird (für « = sind näm- 
lich X, y beide Null nach (2.)). Durch Vergleichung mit (5.), (5".) findet sich 

f,(,0 = M,(l), g,(0=^^S), 



(7.) 



m = 



_ Af(0.s(0-w?(0 



g,Q) = N\(O.S(0-Ml(t) 



L(t) ' "'-^'^ L(t) 

In der That ist N^S-M^ (ür=l, 2) durch L theilbar, weil es flir t = tf 



Günther^ zur Theorie der eiliptischen FSmctionen. 261 

(• = 1, 2, . . • w) verschwindet; zugleich ergiebt sich so nochmals die Rich- 
tigkeit der obigen Gradbestimmung. Wir können auch /i, g2 mit HUlfe 
der Lagrange^chen Interpolationsformel direct ausdrücken durch die Werthe, 
welche diese beiden Functionen an den Stellen t=^L annehmen: entweder 
nach (7.) oder einfacher durch folgende Betrachtung. 

Für / = <, kann u — Oi oder = — o, sein, dem ersteren Werthe ent- 
spricht o: = oo, dem zweiten (für t[' = p'^Oi = 6f- — ^G,) 

es muss also zufolge (6.) 

sein; da nun f^{Q = Ai.t\.L\i^ bekannt ist, so ist /^(f,) (i = 1, ... m) und damit 
fi(f) bestimmt, ebenso 5^2 (0- 

Wir schreiben noch der Gleichmässigkeit wegen 

sodass 

\P') / 2 — — ^ — f 9i — j^ — 

und 

ist, wo 

(9.) M{t) = U^zMML 

eine ganze Function bedeutet, welche auch wiederum durch ihre aus (6\) 
oder (9.) zu entnehmenden Werthe für / = ti direct ausgedrückt werden kann. 
Die drei Gleichungen zwischen Xy y, t lauten also 

(6.) L(t)x'--2f,(t)x--r,(it) = 0, 

(6'.) L{t)y'^2g,(t)y^g,{t) = 0, 

(6*.) Q(x, y, t) = f.{t)y^gS)x--M(t) = 0, 

wo die fi^ gi und M nach dem Obigen wohlbestimmte ganze rationale Func- 
tionen sind. 

Um nun die zwischen x und y bestehende Gleichung 
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herzuleiten, werden wir t aus (6.), (6*.) eliminiren; da hierbei ein fremder 
Factor auftritt, muss eine genaue Gradbestimmung der Resultante vorge- 
nommen werden, zu welcher wir das bekannte ^tWin^sche Verfahren 
(dieses Journal, Bd. 22) benutzen. 

Bezeichnen wir mit r,, ... t„, die m conjugirten Werthe von t, welche 
zufolge (6.) einem x entsprechen, so wird die Eliminationsresultante von 
(6.) und (6*.): 

Um den Grad von ^ in Bezug auf x zu bestimmen, entwickeln wir nach 
fallenden Potenzen von x: 

und finden so, dass ^ in Bezug auf x vom (3/»— -4)ten, in Bezug auf y 
vom mten Grade ist. Aber /(a?, y) ist in x sowohl als in y vom mten 
Grade, ausserdem auch von der Ordnung m {Hermite, a. a. 0. S. 345); 
also folgt 

(10.) ^(x,y) = f(x,y).^(x), 

WO ^(x) eine ganze Function (2fw— 4)ten Grades bedeutet. Wir können die- 
selbe direct bestimmen. Die Wurzeln der Gleichung 

^(x) = 

sind diejenigen Werthe x^ flir welche (6.) und (6\) eine gemeinsame 
Wurzel l haben unabhängig daton^ welchen Werth man dem y beilege. Für 
solche Werthe x, f müssen aber offenbar die beiden Gleichungen 

(11.) { ^f = ^' 

(und aasserdera (6.)) erftült sein (es sind dies die Werthe 

t = &i, x = -2^^j (. = 1, ... —2), 

wo d-i, ... ^„_2 die Wurzeln der Gleichung ^=0 bedeuten). Bezeichnen 
wir also mit V(x) die Resultante der Gleichungen (11.) bei Elimination 
von t, wo V eine ganze Function (m— 2)ten Grades bedeutet, so ist 

(12.) *(x) = ¥^(x), 

und somit haben wir den Ausdruck von f(x, y) hergestellt: 

(13.) f(:^,y) = 4^- 
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III. 

Reductibilit&t oder Irreductibilität der Gleichung /(j-,y) = 0; Verfahren zur Feststellung des Ranges. 

Die Gleichung 

(1.) K^> y) = 0, 

welche wir soeben hergestellt haben, kann offenbar nur entweder irreduc- 
tibel oder ganzzahlige Potenz einer irreductiblen Gleichung sein, da man 
von. jeder Stelle (X^Yi) des durch (1.) definirten algebraischen Gebildes 
zu jeder conjugirten (A, Y^) (f, A = 1, . . . m) gelangen kann. 

Wenn (1.) vom Range 1 ist, so sind die m Werthe F,, ... Y,„ von y, 
welche einem Werthe .t = -X entsprechen, alle von einander verschieden 
(singulare X ausgenommen), weil ja einem Werthepaar (X, y,) nur ein Werth 
n = Uf entspricht; daher muss in diesem Falle (1.) irreductibel sein. 

Im Falle des Ranges sei q die Anzahl der von einander ver- 
schiedenen Werthe Vi, ... Y^ von y, die einem nichtsingulären Werthe x — X 
entsprechen; dann gehören zu jedem Werthepaar (X, y.) nach I. r Werthe 
fi, und die Gesammtheit dieser q.r Werthe stimmt überein mit derjenigen 
der m Werthe u, welche zu x^X gehören; es ist also 

(2.) q = f 

und 

(3.) Kx, y) = n(:^. y\ 

wo fy{xy y) eine irreductible ganze Function bedeutet. 

Die Gleichung (1.) hat also den Rang oder 1, je nachdem sie re- 
ductibel oder irreductibel ist. (Vgl. Humbert, Th^se, S. 33.) 

Wir wollen nun angeben, wie man ein Kriterium hierfür aufstellen 
kann, welches nicht die Bildung von (1.) verlaugt, sondern nur die der 
Gleichungen (6.), (6\) voriger Nummer. 

Im Falle des Ranges 1 haben diese beiden Gleichungen flir jedes 
nichtsinguläre Paar (or, y) nur eine Wurzel t = pu gemeinsam, im Falle des 
Ranges dagegen r Wurzeln t. 

Die Bedingungen für letzteren Fall können in bekannter Weise 
hergestellt werden: es muss eine Anzahl ganzer rationaler Functionen von 
X und y identisch verschwinden, während von einer Anzahl anderer min- 
destens eine nicht verschwindet; dies liefert eine endliche Anzahl alge- 
braischer Bedingungen fllr die in (p(u% tp(u) auftretenden Constanten. Wir 
gehen hierauf nicht näher ein. — 

34* 
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Es ist noch zu bemerken, dass im Fall des Ranges 1 die ge- 
meinsame Wurzel t der Gleichungen (6.), (6*.) voriger Nummer sich ratio- 
nal durch die Coefficienten dieser Gleichungen, d. h. durch x, y, ausdrucken 
lässt, während im Fall des Ranges eine Gleichung rten Grades mit 
in X, y rationalen Coefficienten 

(4.) t'+R^{x, y)f-^ + ... + ß,(ar, y) =' ' 

nach bekannter Vorschrift gebildet werden kann, welche die r gemein- 
samen Wurzeln jener Gleichungen liefert. 

IV. 

Rationale Parameterdarstellung im Fall des Ranges 0. 

Es erübrigt nun noch, für den Fall des Ranges ein alge- 
braisches Verfahren anzugeben zur Herstellung der elliptischen Function 

(1.) « = ß(ar,y) = /(«), 

durch welche sich x und y rational ausdrucken lassen: 

(2.) a:=fi,(«), y^R,QC), 

und zur Bildung der Ausdiiicke (2.). 

Die Function x(m) ^s* (No. I.) eine elliptische Function rten Grades; 
zwischen z und t = pu muss also eine Gleiohung 

(3.) Z(0.»'-2Ai(0.»~A,(0 = 

bestehen, die in t vom rten Grade ist; ferner muss 

sein, wo 

ist (Vgl. No. IL). Wir bestimmen z, was nach der Theorie der alge- 
braischen Gebilde möglich sein muss, durch folgende Bedingungen: o) für 
{x, y) = (0, 0) soll SS verschwinden ; die zugehörigen Werthe t sind < = oo 
und r— 1 endliche Werthe, die aus (4.) voriger Nummer zu bestimmen 
sind. Hierdurch ist AaCO bestimmt; zugleich ergiebt sich, dass hi(t) und 
daher auch A<)(0 nur vom (r— l)ten Grade sind, da dem Werthe / = oo nur 
J5 = entspricht. 6) Für ein willkürliches Werthepaar (a?„, y,,) (welches 
nur so gewählt werden soll, dass die zugehörigen Werthe t alle ungleich 
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sind) soll » = oo werden; hierdurch ist L(() gegeben, c) Für ein ebenfalls 
willkttrliches Werthepaar (a?„ y,) soll « = «o (endlich und von Null ver- 
schieden) werden; dadurch sind hi(t) und h^Q) bestimmt. Die Coefficienten 
aller dieser Functionen setzen sich rational aus den Grössen Ra(0^ 0), 
Ra(xuj yo)? Rad^u yO (« = 1? • • • ^^ vgl. (4.) voriger Nummer) zusammen, weil 
überall nur die symmetrischen Functionen der betreffenden ^Werthe auftreten. 
Nachdem so der Ausdruck von !s gefunden ist, kann man, ohne 
/■(x, y) = zu kennen, die zwischen (x, ») und (y, ») bestehenden Gleichungen 

herleiten; gemäss No. III. müssen dieselben nach Division durch eine ganze 
Function von « mit 

[x-Ä,(»)7=:0, [y-ß2(»)7 = 

übereinstimmen, wodurch Ry und R2 gegeben sind. 
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Ueber den Vergleich des arithmetischen und des 

geometrischen Mittels. 

(Von Herrn A, Buncitz in Königsberg i. Pr.) 



In den folgenden Zeilen will ich einen neuen Beweis für den Satz 
geben, dass das arithmetische Mittel aus i» positiven Grössen Oi, Oj, ... a^, 
abgesehen von dem Falle, wo diese Grössen sämmtlich einander gleich 
sind, stets einen grösseren Werth besitzt als ihr geometrisches Mittel *). 
Dieser Beweis beruht auf dem Umstände, dass es gelingt, die Differenz 
zwischen beiden Mitteln als eine Summe darzustellen, deren einzelne Glie- 
der ihrer Natur nach nicht negativ werden können. 

Um diese Darstellung zu erhalten, setze ich zunächst 

n n n 

r öl — Xi , f Q-i — *p2 ? ... f Oft — «F„ y 

WO Xi, Xi^ ... x^ reelle positive Grössen bedeuten. Dann stellt sich die 
Differenz zwischen den beiden Mitteln der Grössen Oi, 02, ... a« in der 
Form dar: 

\*") ^f\Xi^X2^,,,X„) = - XiXi,,,Xn, 

Man verstehe nun unter dem Zeichen 

die Summe der n\ Grössen, welche aus /(a:,, j:2, ... xj durch alle möglichen 
Permutationen von ar,, x.. ... x^ hervorgehen. 
Hiernach ist z. B. 

2x\ = (fi-l)!(a:: + x.J-f... + j::) 

und 

*) Eine ganze Reihe interessanter Sätze über die Grösseuverhältnisse verschiedener 
Mittelwerthe findet man in einer Notiz des Herrn Schiömilcfi: „üeber Mittelgrössen ver- 
schiedener Ordnungen". (Zeitschrift für Mathematik u. Physik, Bd. 8, pag. 301.) 
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M^ 3C\ «Z/2 * * * *''^n ~~~ '* * *'^\ ^"i * * ■ *'^fi 9 

80 dass 

(2.) -5*0:1 — JE 0?! 072 • • • ^n = n\cp(xi^X2^'»» x^ 

wird. Ferner besteht offenbar allgemein die Gleichung: 

(3.) 2f(x^^X2^...X^ = ^f{^ay^ß9*'^l)3 

wenn die Zahlen a, ß, . . , l in irgend einer Reihenfolge mit den Zahlen 
1, 2, ... f» übereinstimmen. 

Dies vorausgeschickt, betrachte man nun die folgenden «— 1 Formen: 

^2 = ^(xr^—x2~'^)(xi" ^2)^3} 

9)3 = -^((ri"^— a;;"'^)(a:,— a?2)a:3a?4, 



(4.) 



, (Pn-~l ~~ -^ V*'' 1 «^2/ V«''! ^i) «^3 «^4 • • • ^'n* 



Durch Auflösung der Klammern rechter Hand findet man 

ein Ausdruck, welcher sich zufolge (3.) auf 2-2"a;J — 2-2"a:;""^a?2 reducirt. 
Formt man in ähnlicher Weise 9)2» Vzi • • • y»-i ^n^? so ergiebt sich: 

(f, = 22'a?J-2-2'a;r'ar2, 

w2 — -- ^ ^6* iC j «p2 ■"" ^ ^" »Pi «^2 *^3 ? 

^3 = 2-5"a?J"^a:2X3— 2-5"a:i""^X2a?3a:4, 



^n 1 — M ^fc J>j «1/2 «^^3 • • • «Pn 1 """ ^ Ä* Xi X2 X^ • • • «Pn« 

Die Summe der rechten Seiten dieser Gleichungen ist 

u ^» X\ "^ £ä ^^ X\ X2 • • • x^ • 

80 dass also die Gleichung gilt: 

(5.) (p{x^^X2,...x^ = -2T^t^* + ^'"*"^^"+""*'^^»-^]* 

Andererseits lassen sich die Formen y,, 9)2, ••• Vn-i offenbar in folgende 
Gestfi^lt bringen: 

(f^ = -2'(j;r'+a?r'ar24--+a:iirrHa;r')(a;i-a?2)', 

(f2 = -2'(a;r^+a?r*a?2 + ---+a?ia:r*+a:r^)(aJi-a?27a;3, 



(6.) 



9>n-i = -2'(a:i— ar2)^ar3a?4...ar„. 
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Es erscheint daher die Form y(a?i,a:2, ... o;,) vermöge der Gleichung 
(5.) als eine Summe von lauter Formen, welche für positive Werthe von 
jji, x-i^ ... x^ positiv sind und nur in dem Falle j?, = otj = ... = or^ ver- 
schwinden. Aus dieser Darstellung der Form y(a:i, Xa, ... x^) geht die 
Richtigkeit des eingangs genannten Satzes unmittelbar hervor. 

Wenn n eine gerade Zahl ist, so erkennt man leicht, dass y(a?i, a?2, ... £c„) 
für alle reellen (positiven und negativen) Werthsysteme von a?i, X2, . . . x, 
positiv ist. Man wird daher vermuthen, dass in diesem Falle ^ als eine 
Summe von lauter Quadraten darstellbar ist*). In der That findet man 
auf folgende Weise eine solche Darstellung. 

Es sei n = 2m; dann ist, wie man ohne Weiteres verificirt, 

(p\Xi^ X2^ •*• X-2m) = ■g^yC'*'!? ^2? .•• ^m)"r 2 9^C'''"»-+-H •''"»+2? ••• ^2m) 

Ersetzt man hier auf der rechten Seite die Formen (p durch die vermöge 
der Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebenden Ausdrücke, so erscheint nun 
q>(xi.x2^ ... X2,u) als eine Summe von lauter Quadraten dargestellt 



*) Die Möglichkeit einer solchen Darstellung ist freilich nicht von vorn herein klar. 
Es giebt nämlich, wie Herr Hilbert (Mathematische Annalen Bd. 32, p. 342) gezeigt hat, 
positive Formen, welche nicht als Summen von Formenquadraten darstellbar sind. 
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Die Hessesche Configuration (I24, I63). 

(Von Herrn ff. Schroeter in Breslau.) 



In der Abhandlang: „Ueber Curven dritter Ordnung und die Kegel- 
schnitte, welche diese Curven in drei verschiedenen Punkten berühren" 
(dieses Journal Bd. 36, S. 153), hat Hesse zuerst auf eine merkwürdige 
ebene Configuration aufmerksam gemacht, in welcher 12 Punkte zu je 
dreien auf 16 Geraden liegen und je vier der letzteren durch jeden der 12 
Punkte laufen. Diese Figur wird gebildet von den 12 Berührungspunkten 
der Tangenten aus drei in gerader Linie liegenden Punkten einer Curve 
dritter Ordnung. Eine eingehende Untersuchung dieser Figur hat Herr 
Durege in seinem Buche: „Die ebenen Curven dritter Ordnung" (Leipzig 
1871), siebenter Abschnitt S. 205 — 235 gegeben, und der Verfasser ist in 
seiner „Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung" (Leipzig 1888) § 13, 
S. 99 von synthetischem Standpunkte aus auf diese Configuration zurück- 
gekommen. 

Herr J. de Vries zeigt in der Abhandlung: „Ueber gewisse ebene 
Configurationen" (Acta mathematica 12:1, S. 63), dass nur zwei wesentlich 
verschiedene Configurationen (12^, I63) möglich sind (siehe § 11), von 
denen die erste (A) identisch ist mit der Hesse^chen Figur, während mit 
der zweiten (ß) in einem besonderen Falle diejenige Configuration über- 
einstimmt, auf welche von anderem Ausgangspunkte aus Herr Hurwits in 
seinem Aufsatze: „Ueber die ScÄroe/^sche Construction der ebenen Curven 
dritter Ordnung" (dieses Journal Bd. 107, S. 143) hingewiesen hat (s. § 14). 

In der Abhandlung von Herrn J. de Vries nimmt die Configuration 
(A) das Hauptinteresse in Anspruch, indem sich nicht allein eine Reihe 
sehr eigenthümlicher Lagen Verhältnisse in der Figur herausstellt, sondern 
auch verschiedene andere Configurationen aus derselben hervorgehen. Diese 
Betrachtungen stützen sich wesentlich auf Eigenschaften der Curvie dritter 
Ordnung, aus welcher ja auch die Configuration selbst entsprungen ist. 

Journal für Mathematik Bd. CVIII. Heft 4. 35 
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Allein die Figur an und für sich lässt eine ganz elementare Construction 
und eine Herleitung ihrer Eigenschaften zu, welche nicht der Hülfe der 
Curve dritter Ordnung bedarf, sondern sich lediglich auf den De$argue9^ 
sehen, den Pmca/schen und ßnancAonschen Satz stützt, also wesentlich 
elementarer Natur ist. Diese Herleitung, welche auf Priorität keinen An- 
spruch macht, aber ihres elementaren Charakters wegen dem Verfasser 
nicht Überflüssig erscheint, vielmehr nach verschiedenen Seiten hin einer 
Weiterführung fähig ist, möge in der folgenden Darstellung den Freunden 
synthetisch-geometrischer Forschung dargeboten sein*). 

§ 1. 

Construction der Configuration (124,163). 

Wir gehen von zwei perspectiv liegenden Dreiecken aus: 

a, b. c, 

bei denen sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken laiOjl I6162I \^i^%\ 
in einem Punkte (äl«) schneiden, und bestimmen die Schnittpunkte: 

(61C2, biCi) = aj; (cittj, Caa,) = 63-, (aibo, a^^) = Cj-, 

(biCi, bsCa) = 04; (ciUi, Cattj) = W, (fiiK ^262) = c*; 

dann müssen nach dem De^or^ptfe^chen Satze nicht allein die Punkte 
{04 64 C4I auf einer Geraden liegen, sondern auch wegen der gleichfalls 
perspectiven Lage der Dreieckspaare: 



0, b. c, a, b, q a, b, c, 

Qj b, c, ^2 1^1 ^ ^j ^2 ^ 



je drei Punkte auf einer Geraden: 

%^M \tz(izb^\ |a3b3C4|. 

Wir erhalten dadurch 12 Punkte a^b^c^ (t= 1,2,3,4), die zu je dreien auf 
16 Geraden liegen, während durch jeden Punkt vier dieser Geraden laufen. 



*) Nach Vollendung des Manuscriptes ging dem Verfasser die Abhandlung von 
Herrn F. MartineiH zu: ^Sopra un gruppo di configurazioni regolari, contenuto nell' 
essagrammo di Pascal*^ (Degli Atti deirAccademia Gioenia di Scienze NaturaU in Gatania 
Vol. III, Ser. 4".)- Da diese Abhandlung einen anderen Ausgangspunkt, nämlich die 
vollständige Figur des Piuca/schen Sechsecks, wählt und sich wesentlich auf die Eigen- 
schaften der Curve dritter Ordnung stützt, wie die Abhandlung von Herrn J. de VricM, 
80 glaubt der Verfasser trotz der Uebereinstimmung eines Theiles der Resultate seine 
elementare Herleitung nicht zunickziehen zu müssen. 
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Dies ist die Configaration (I24, I63)*): 

IttibiC*! jaibzCsl IttibaCal |aib4Ci| 

., . laabjCal laabjc*! laabaCil |a2b4C2| 

WabiCal Ittsb^Cil |a3b3C4| |a3b4C3| 

|a4biCi| |a4b2C2| |a4b3C3| |a4b4C4|. 

Zu derselben Configuration können wir auch auf folgende zweite Art ge- 
langen: 

Wir gehen von den beiden perspectiv liegenden Dreiecken aus: 

a^ Q, a, 

deren Perspectivitäts-Centrum 

(aibi,a2b2, ajbj) = C4 

ist, und bestimmen die Schnittpunkte: 

(a2 ba , Uj bs) = Ci ; (03 bi , Ui ba) = C2 ; (Ui b2 , a2 bj) = C3 ; 

(biCi, b2C2) = 04; (ciUi, C2a2) = b4; 

dann müssen nach dem De^ar^tie^schen Satze wegen der perspectiven Lage 
der Dreieckspaare: 

bi ö, a, a, bj a, «^ a, b, 

<^x ba b, b^ Q, b, b, b, o, 

Ca, a„ b, b,), c„ c, ; (a, a„ b^ b,), c,, q ; (a, a„ b, bj, q, c, 

in je einer Geraden liegen, d. h. 

|a2a3| Ibabal IC2C3I; |aia3| |b,b3| |ciC3|; |aia2| Ib^b^l |ciC2| 

sich in je einem Punkte schneiden; hiernach findet wiederum perspective 

Lage der Dreieckspaare statt: 

a, b, c, a, b, c^ a, b, c, 

^i b, c, a> b^ c, a^ b, c, , 

und da nach dem Desarguess^chen Satze die lineale Lage eine Folge der 
perspectiven ist, so liegen endlich die je drei Punkte auf einer Geraden: 

|a4b3C3| |a3b4C3| |a4b4C4|, 

und somit sehen wir die 16 Geraden der Configuration aus der obigen Con- 
struction hervorgehen. 

*) Vgl. auch L. Wedekind: „Lagenbeziehungen bei ebenen perepectivischen Drei- 
ecken**^ (Math. Annaleo Bd. 16, S. 209). 

35» 
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Eine dritte CoDStruction derselben Configuration lässt sich in fol- 
gender Weise herstellen: 

Wir nehmen auf einer Geraden drei beliebige Punkte 

öl b> C3 

und auf einer zweiten beliebigen Geraden drei Punkte 

endlich auf der Verbindungslinie \aiis\ einen beliebigen Punkt C2, dann 
werden die Schnittpunkte; 

(baCi, baCj) = 04, (CUCi, ttjCa) = Bi, (BiCj, 620 = Oa, (ttiCi, ttaCa) = 64, (0362, ^363) = C4 

die übrigen ergänzenden Punkte der Configuration liefern, und zu den be- 
reits vorhandenen 13 Configurations-Geraden treten die drei letzten; denn 
wir haben in perspectiver Lage die beiden Dreiecke: 

K c, b, 

und schliessen daher aus ihrer linealen Lage, dass 

(6163, C1C3), a3, tti 
in einer Geraden liegen, d. h. 

\ciiaz\ 16163! IC1C3I 

sich in einem Punkte schneiden. Nun folgt aus der perspectiven Lage der 
Dreieckspaare : 

0, b, c, a, b, c, 

<^i 63 c^ a, b, c, 

1^1^,1 1^3 c,| IQocJ |a,b, I |a,b,| |a,bj 

schneiden sich in einem Punkte, also schneiden sich in einem Punkte, also 

liegen 1036403! auf einer Geraden; liegen | Oi 61 C4I auf einer Geraden; 
ferner schliessen wir aus der perspectiven Lage des Dreieckspaares: 

61 c, c, 

Ci 6, 63 ^ 

dass 10203! I6263I IC2C3I sich in einem Punkte schneiden, und endlich aus der 
perspectiven Lage des Dreieckspaares: 

Og bj c, 
Qs 63 C3 , 

dass IO464C4I in einer Geraden liegen, wodurch die 16 Geraden der Confi- 
guration erschöpft sind. 
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§2. 

Construction der conjugirten Conüguration. 

Gehen wir von der ersten Construction des vorigen Paragraphen aus, 
wonach die drei Geraden 

laiUal Ibibil IciCjI 

durch einen Punkt laufen und die übrigen sechs Configurations-Punkte sich 
als die Schnittpunkte ergeben: 

(biCi, bjCa) = cu, (citti, CjOi) = 64? (öibi, a2b2) = c«, 
welche zu je dreien auf den vier Geraden liegen 

[o^bjCal |a3b4C3| |a3b3C4| |a4b4C4|, 
so folgt hieraus: 

(baCj, baCj) = tti; (catts, C3a2) = bi; (a2b3, a3b2) = Ci, 

(b2C2, b3C3) = 04; (C2a2, C3a3) = b4; (a3b3, a2b2) = C4, 

und da a4b4C4 auf einer Geraden liegen, so ergiebt die Umkehrung des De- 
Mf^tie^chen Satzes, dass 

|a2a3| |b2b3| jcjcal 

sich in einem Punkte schneiden müssen. 
Ebenso werden, weil 

(biC3, b30 = aj-, (Cia3, C3ai) = b2; (aib3, a^ bO = Cj-, 
(biCi, b3C3) = 04; (citti, €303) = b*; (flA^ a^) = C4 
ist und a4b4C4 auf einer Geraden liegen, auch 

laittil |bib3| |c,C3| 

sich in einem Punkte schneiden müssen. 

Betrachten wir nun das vollständige Viereck 

a2a3b2b3, 

von welchem diö drei Diagonalpunkte sind 

Ci C4 (a2a3, b2b3), 

so folgt bekanntlich, dass die beiden Punkte 

(tta tta , bi bi) und (a, a^ , Ci c*) 

die Punkte as und a^ harmonisch trennen. Nehmen wir aber das vollstän- 
dige Viereck 
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dessen drei Diagonalpankte sind 

bi hi (aatts, C2C3), 

so folgt, dass die beiden Punkte 

(a2 a3 , C2 C3) und (Ua aa , bi 64) 

die Punkte a2 und a^ harmonisch trennen; da aber |a2a3| Ibabaj JC2C3I sich in 
einem Punkte schneiden, zu dem es nur einen vierten harmonischen rttck- 
sichtlich a2 und a^ giebt, so müssen sich 

|a2a3| |bib4| jci^l 
in einem Punkte schneiden, welcher mit dem Punkte 

(a2a3, b2b3, C2C3) 

die Punkte a2 und a^ harmonisch trennt; wir haben also vier harmonische 
Punkte auf derselben Geraden. In solcher Weise erhalten wir nun die 
12 neuen Punkte: 



(aia2,b3b4, 0304) = Sd; 
(bibj, C3C4,a3a4) = 9(2; 
(ciC2,a3a4, b3b4) = 2l3; 
(aitti, bib2, CiC2) = 2(4; 



(a2a3,bib4, CxC4) = 33i; 
(b2b3, CiC4,aia4) = S32; 
(c2C3,aia4, bib4) = 333; 
(a2a3,b2b3, 0203) = ^4; 



(a3ai,b2b4, €204) = 61, 
(bjbi, 0204,0204) = 6^, 
(0301,0204, b2b4)=^ 63? 

(030i,b3bi, C3 0i) = 64, 



welche paarweise harmonisch getrennt werden durch diejenigen Punktepaare 
der ersten Configuration , mit welchen sie auf einer Geraden liegen. Es 
haben nämlich die sämmtlichen Doppelverhältnisse den Werth —1: 



(A.) 



(0,036,64) 
(02046263) 
(o.o/BjiB,) 
(020,3?, JB4) 



(636421.213) 
(61636264) 
(62646,63) 

(6,642.^333) 
(6263332584) 



(C,C2 2l3 2l4) 

(cjC4 2t,2t2) 
(C.C36364) 
(02046,62) 
(c,C42?.3.\) 

(C2C,^3 2?4). 



Die zwölf neuen Punkte 2(<i\6i (» = 1, 2, 3, 4) bilden nun selbst eine neue 
Configuration (12«, I63), indem sie zu je dreien auf 16 Geraden liegen. Dies 
folgt aus dem Disargues»chen Satze, wenn wir die perspective Lage der 
folgenden Dreieckspaare berücksichtigen: 



Sckroeter, die Hestetehe Conßguration (12,, 16,). 
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0,0,0, 


b.b,b. 
C.C4C, 


0,0,0, 


0,0,0, 


8l,SB.6, 

l>.b,b. 
c, c, c, 


31,33,6, 
c,c,c, 

0,0,0, 


a,6,a3, 

0,0,0, 


8l,6,SB, 
b.b,b, 

C,C.C4 

SB, 6, 2t, 

b,b,b, 
0, 0, 0, 


31, 6, SB, 
0,0,0, 




SB, 6, 81, 

0,0,0, 


SB, 6, 81, 
B.b,b. 


31, »,6. 

0,0,0, 

b,b,b. 


81, SB, 6, 
b,b,b. 


81.SB.6, 

c.c,c, 
0,0,0, 


131,33.6, 


Sl.SB,6, 

b.b,b, 
c,c,c. 


31. SB, 6. 


Die neae Confi( 
lantet also 

(Ä.) 


81, SB, 6, 
piration, welche wir die „eonjugirtef' n 

2li33,€« 51,33^6, «,»A l^i^^di 
Sl,S3i(S3 5t,35.e« 91,83(5. St»».®* 
2(333,6, |9l,S3,6. 2t,83<5« 2I333463 
2l«g3,6, 2t4©j6, §1433363 2l«S346«. 



nennen wollen*), 



Die beiden conjugirten Configurationen sind völlig gleichlautend; nar stehen 
in der ersten die kleinen, in der zweiten die grossen Bachstaben. 



§3. 

Die Coniiguration als ein Paar von Sechsecken, die einander gleichzeitig ein- und umbeschrieben sind. 

Die 12 Punkte der Configuration (A.) (S. 271) lassen sich ordnen 
als die Ecken zweier einfachen Sechsecke, deren jedes dem anderen gleich- 
zeitig ein- und umbeschrieben ist^ z. B. 



*) Herr J. de Vries nennt sie die „associirte"; ich ziehe den ersteren Ausdruck vop, 
indem auch umgekehrt aus der zweiten Configuration in gleicher Weise die erste hervor- 
geht, wie aus dieser die zweite. 
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a, bi Ci a2 b« d 
C4 04 b, C2 Oj 62, 
Dämlich die Seiten des ersten Sechsecks 

|a,b,| |6,c,| Icittil Ittjb+I |b4C3| |cjai| 
gehen hez. durch die Ecken des zweiten 

C4 cu bj Cj tts bi, 
und die Seiten des zweiten Sechsecks 

Ic4a4| |a4b3| |b3C2| Icjttjl lajbjj [bjC*! 

gehen durch die Ecken des ersten 

b4 Cj Ol bi Ci 02 . 

Solcher Sechseckspaare gieht es 24, nämlich: 

f 0, b, c, 0, 6, c, fa,b,c,a,b,c, fa,B,c,a«b,c. 
\c,a,b,c,a,b. lc«tt,b,c, a«b, 1 c, a. B, c, a. b« 

fo,b,c,a,biC, fa,b,c«a,b,c, f o, b, c, a« b, c, 
\ c,a,b,c,tt, b, \c,a,b,c,a«b, UA-Vi,".!. 

fa.b,c,a,b,c, p, b, c, a, b, c, fa,b,c,a.b,c, 
ll«.">^_i5i^A K?A^A U4fl.b,c,a,b , 

fa,b,c,a,b.Ci fo,b,c,a,b,c, f Oj b, c, a« bj c, 
KaJ),^aJb, \c,a,b ,c,tt,b, 1 c, a, b, q o, b, 

fa,b,c,a,b,c, r a, b, c, a, b, c, f a. b, c, a, b« c, 
lc,a,b,c,a,b, lc ,a,b, c« a ,b, 1 c, a, b, c, a. b, 

p, b, c, a, b, c, f a, b, c, a, b, c, f a, b, c, a, b, c, 
V^A^i^*^A Ua,b,c^Q,b, Ic^sbaiaM^ 

f a, b, c, a, b, c, *ra, b3Cia3b,c, fa, b, c, a, b, c, 
Ic3a,b,c,a3b, Icja^Ms^J)^ U.?A^jJ^A 

I öl b, C3 a, b, c, f Qj b, c, a, b, c, ra, b, c^ a, b, c. 

Nimmt man ein solches Sechseckspaar heraus, so sind die 2.6 = 12 
Seiten desselben 12 Configurations-Gerade, die vier übrigen enthalten zu 
je dreien auch sämmtliche Configurations-Punkte, aber jeden nur einmal z. B. 

die beiden Sechsecke 

eil bi Ci a2 64 C3 
C3 a^ bj Ci di hl 



3 
3 
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haben zu ihren 12 Seiten: 

|aibiC4| IbiCiO*! Icittabj! |a2b4C2| |b4C3a3| [c^aXl 
^40464! |a4b3C3| |b3C2ai| |c2a3bi| |a3b2Ci| |b2C4a2|, 
und es bleiben die vier Configurations-Geraden übrig: 

|a4b2C2| |a3b3C4| |a2biC3| |aib4Ci|; 
dies gilt in gleicher Weise für sämmtliche Sechseckspaare. 

Jedes dieser Sechsecke ist ein Pmca/sches und zwar von der be- 
sonderen Art, dass die erste, dritte und fünfte Ecke auf einer Geraden, die 
zweite, vierte und sechste Ecke auf einer anderen Geraden liegen; für 
jedes Sechseckspaar sind diese vier Geraden die vorhin übrig gebliebenen. 
Das Gleiche gilt natürlich auch von der Configuration (Ä'.) (S. 275). 
Diese Figur zweier einander gleichzeitig ein- und umbeschriebener Sechs- 
ecke nimmt die zweite Stelle ein in einer Reihe von Configurationen , an 
deren erster Stelle die D^^ar^tie^sche Figur steht, welche sich bekanntlich 
in zwei einander gleichzeitig ein- und umbeschriebene Fünfecke auflösen 
lässt. Die allgemeinen Configurationen dieser Art hat Herr A. Schönflies 
in der Abhandlung: „lieber die regelmässigen Configurationen 113'' (Math. 
Ann. Bd. 31, S. 52) untersucht. 

§4. 

Die Configuration als ein Tripel von drei Vierecken in desmischer Lage. 

Die 12 Punkte der Configuration (A.) (S. 271) lassen sich so ordnen, 
dass sie als die Ecken von drei Vierecken erscheinen, von denen jedes 
mit jedem der anderen beiden in vierfacher Weise perspective Lage hat, 
und die vier Perspectivitätscentra allemal die vier Ecken des dritten Vier- 
ecks sind. Dies geht aus folgender Tabelle hervor, bei welcher die beiden 
perspectiv liegenden Vierecke mit ihren entsprechenden Ecken unter ein- 
ander gestellt sind und das jedesmalige Perspectivitäts-Centrum darunter steht: 



b,b,b.b. 


b.b,b.b. 


b,b,b.b. 


b.b,b,b. 


C4C.C.C1 


«1 c« c, c, 


c,<:.c.c. 


c, c, c, c. 


tt, 


a, 


0, 


0* 


«4 «. 0» Ol 

b, 


c, c, c, c. 
a, a« a, a, 

b, 


c,c,c,c« 

0,0,0,0, 

b. 


c. c, ^ c« 

0, 0, 0, 0, 


a, 0, a, a, 
b.b,b,b, 


a, 0,0,0, 
b.b.b.b. 


0, 0, 0, 0, 

b,b.b,b. 


a, a, a, a^ 
b.b,b,b, 
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Eine derartige Lage von drei Vierecken nennen wir nach dem Vor- 
schlage von Herrn C. Stephanos*) „desmische Lage'', wie derselbe sie zu- 
erst für drei Tetraeder angegeben hat. 

Das Gleiche gilt natürlich anch fttr die drei Vierecke der conja- 
girten Configuration (K.) (S. 275): 

31, 2I2 Sts 2I4 
Bi 02 333 334 

©1 62 63 64. 
Jedes vollständige Viereck hat sechs Seiten; die 18 Seiten der vorigen 

Gruppe von drei desmischen Vierecken fallen mit den 18 Seiten dieser conju- 
girten Gruppe von drei desmischen Vierecken identisch zusammen, wie ans der 
Tabelle (A.) (S. 274) hervorgeht, so dass also die 36 Seiten der sechs voll- 
ständigen Vierecke sich in der That nar auf 18 rednciren. Demgemäss 
rednciren sich auch, da jedes vollständige Viereck drei Diagonalpankte hat, 
die 18 Diagonalpankte nar anf nenn, indem sie paarweise zusammenfallen. 
Wir bezeichnen diese neun Diagonal punkte folgendermassen : 

(a,a2,a3a,) = (9t,9l4, StaSla) = h 

(ttiUa, UjO*) = (61 64, 6263) = 9i 

(a,a4,a2a3) = (332353,33,334) = äi 
(b,b2, 6364) = (3l22l4, 91,3(3) = h 
(6163, 6264) = (6264, 6163) = 92 

(b,b4,b2b3) = (»i»3, 33^334) = 82 
(C,C2, C3C4) = (2t32l4,2t,2t2) = h 
(C1C3, C2C4) = (6364, 6162) = 93 

(c,C4, C2C3) = (33,332, 333334) - 33. 

§ 5. 

Beziehungen zwischen den 18 Seiten dreier in desmischer Lage befindlichen Vierecke. 

Die 18 Seiten der einen oder der anderen Gruppe der drei in des- 
mischer Lage befindlichen vollständigen Vierecke gruppiren sich in ge- 
wisser Weise zu je acht Tangenten eines Kegelschnittes, wie aus folgen- 
der Betrachtung hervorgeht: 



*) C. Stephanos: „Sur les systemes desmiques de trois tetraedres*^ (Bulletin des 
8ciences math. 2"® Serie, Tome HI, 1879). Vergl. auch: U. Schroeter: „üeber eine Raum- 
curve vierter Ordnung und erster Species" (dieses Journal Bd. 93, S. 169). 
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Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse 

(a^a^^,^,) = -1 = (a^a,^,^^) (§ 2, S. 274) 
folgt, dass die vier Verbindungslinien 

la.Ual, 10,041, |2tiSl3| = |b3b4|, |2l4Sl2| = |blfr2 

vier harmonische Tangenten eines Kegelschnittes Ä^^^ sind, welcher auch 
die Träger der beiden erzeugenden harmonischen Punktreihen 

IO1O2I und I03O4I 

berührt; also berühren die sechs Geraden 

WM \cizCi*\ IdiCizl 10204! Ibibal |b,b4| 

einen und denselben Kegelschnitt ^^^\ 

Jede Gerade, welche die ersten vier harmonischen Tangenten in 

vier harmonischen Punkten (bei der angegebenen Zuordnung) schneidet, 

muss daher ebenfalls eine Tangente des Kegelschnittes ^^^^ sein; nun 

schneidet aber die Gerade |bib3| jene vier harmonischen Tangenten in den 

Punkten: 

(bib3, O1O3) = 64; (bib3,0204) = 62; bi; bj, 

und die vier Punkte 6462 biba sind in der That vier harmonische Punkte, 
weil (bib36264) = —1 ist (§ 2, S. 274); folglich ist |bib3| eine Tangente des 
Kegelschnitts ^^^\ und in gleicher Weise erhellt, dass auch |b2b4| denselben 
berührt; also berühren die acht Geraden 

O1O2I I03O4I I01O3I I02O4I |bib2| |b3b4| |bib3| |b2b4| 

sämmtlich einen und denselben Kegelschnitt. Solcher Kegelschnitte giebt 
es neun, die wir in folgender Weise durch ihre acht Tangenten zusammen- 
stellen : 

2) 
3) 

4) 

5) 
6) 

7) 

8) 

19) 



(0 



ttiOj 


0,04 


a,a, 


0x04 


bib» 


b,b4 


b,b, 


b2b4 


ttlttj 


OjO, 


a,aj 


a2a4 


C,Cj 


C3C4 


CiCj 


C2C4 


bib. 


bjb« 


h,h 


bjb« 


C,C2 


CjC« 


CiC, 


C2C4 


Oittj 


a,a4 


0,04 


Ojttj 


b,b2 


bA 


b,b4 


bjbs 


OiOä 


ttjCU 


ttiO« 


ajtts 


CiC, 


CjC4 


C1C4 


C2C3 


bibj 


bab« 


b.b4 


babs 


C,Cj 


CsC« 


C1C4 


CjCs 


O.Oj 


OjtU 


a,a« 


OjOs 


b.b3 


bjb4 


b.b4 


b2b3 


a,03 


(k<U 


ttiO, 


axOs 


CiC, 


CjC4 


C,C4 


C2C3 


b.b, 


bjb« 


|b.b4 


bjbj 


C1C3 


C»C4 


C1C4 


C2CJ 



36* 
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Wir können also den Satz aussprechen: 

Die 18 Seiten der drei in desmischer Lage befindlichen vollständigen 
Vierecke gruppiren sich zu je acht, nämlich immer vier Seiten eines Vierecks 
mit vier Seiten eines zweiten, als Tangenten eines und desselben Kegelschnitts, 
und solcher Kegelschnitte giebt es neun. 

Wir bemerken noch, dass sich aas den 16 Geraden der Confignration 
12 vollständige Vierseite zusammenstellen lassen, deren jedes zu den drei 
Paar Gegenecken sechs Configurations-Punkte hat; die Paare von Gegen- 
ecken dieser 12 vollständigen Vierseite sind folgende: 

ttitta, 6162, C3C4; ttitta, biba, CjC*; OaUa, baBj, CjC*; 

6162, C1C2, ttstu; . 6163» C1C3, a2a4; b2b3, C2C3, aia4; 
C1C2, aia2, ^iW^ C1C3, aia3, bjb*; C2C3, a2a3, bib*; 
ttstt*, b3b4, C3C4; a204j b2b4, C2C4; aia4, bib4, C1C4. 

Jede Configurations-Gerade tritt daher als Seite in dreien dieser 12 
vollständigen Vierseite auf, während die 12.3 = 36 Diagonalen dieser voll- 
ständigen Vierseite paarweise zusammenfallen und die 18 Seiten der drei 
in desmischer Lage befindlichen Vierecke bilden. 



§ 6. 

Beziehungen zwischen den neun Diagonalpunkten dreier in desmischer Lage befindlichen Vierecke. 

Die in § 4 (S. 278) bezeichneten neun Diagonalpunkte der drei in 
desmischer Lage befindlichen Vierecke gruppiren sich zu je dreien auf 
sechs Geraden, wie aus folgender Betrachtung hervorgeht: 

Da nach Tabelle (t.) (§ 5) die sechs Geraden 

IdiUa! IdjCul Wi^l ^\W |^2'^4| W%\ 



einen Kegelschnitt berühren, also ein i?naiicAofisches Sechsseit bilden: 

80 schneiden sich 

\hrh\ 10462! |622t4| 
in einem Punkte; ebenso berühren 

loittal jo^a+l |aia4| \txU\ kjCjl IciCzl 
einen Kegelschnitt nnd bilden also ein ßnancAoflSches Sechsseit: ' 



Schroeter, die Hessesche Conßguraiion (12^, 16,). 



281 



in welchem sich die drei Hanptdiagonalen 



in einem Punkte schneiden; da aber 



80 liegen 



\hrf2h\ 



auf einer Geraden. 

In gleicher Weise folgen ans den beiden von je sechs Tangenten 
umhüllten Kegelschnitten 

aittal 10304! I01O4I |bib4| \h^ |Bib,| 



O1O2I IO3O4I IO2O4I ICjCjI IC2C4 [CiCj 

die BrianchonBchen Sechsseite: 

h 04 ©3 82 62 5t4 

h O4 63 93 ^2 SI4, 

deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden: 

\hh\ 10462! I3339I4I; |?:i93| I04C2! I639I4I; 
und da 



80 müssen 



|04b2| = |04C2|, |S3Sl4N|(53Sl4!, 



\hM^ 



auf einer Geraden liegen. 

Femer folgen aus den beiden von je. sechs Tangenten umhüllten 
Kegelschnitten 

O1O3I I02O4I !oi04| jbib«! |b2b3| jbibs! 



IO1O3I !0204| IO3O4I !CiC2| IC3C4I |C,C3| 

die Brianchon^chen Sechsseite: 

9i O4 ©3 82 bj 64 
9i 04 9I3 h C3 ©4, 

deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 



und da 



^lh\ |04b3| 133364!; \^lh\ !04C3| ISI364I; 



a4b3|=|04C3|, 1333641 = 151304 
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80 müssen 



l^ihh 



auf einer Geraden liegen. 

Ebenso folgen ans den beiden von je sechs Tangenten amhflllteii 
Kegelschnitten 

Idiajj |a2a4| \ci3(u\ |bi62| I^jKI \^i^z 

laittsl IttjO*! IttiOil [ciC*! IC2C3I |ciC3 
die i?f tdficAofischen Sechsseite: 

9l 04 332 83 C3 (§4, 

deren Hanptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 



|9i?2| Icubal |Sl2(5, 



9i33| I04C3I |332<54 



und da 



so müssen 



10463! = |a4C3|, |9l.64| = 133264!, 



l^ihh 



auf einer Geraden liegen. 

Auch aus den beiden von je sechs Tangenten umhüllten Kegel- 

schnitten 

!a2a3| Ittitul |a3a4| Ibibj] [h^h^] \hih^\ 



a2a3! Itticul lajO*! -.jCiCal IC2C4I jcic*! 

folgen die Brianchomchen Sechsseite: 

Ji 04 2I2 h b* S3i 
3i- CI4 63 IJ3 C4 »1, 

deren Hauptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 

\hh\ !cub4| |3l2»,|; !g,93| Im*! !6395,|, 
und da 

|(ub4! = |04C4|, 131233,! = |6323,|, 



so müssen 



Ihh^i 



auf einer Geraden liegen. 

Endlich folgen aus den beiden von je sechs Tangenten umhüllten 
Kegelschnitten 

|a2(i3| IcliCLaI \ci2(u\ \^i^z\ l^^^l \bJ>*\ 

020,1 !0i04! jOjO*! ICiC^I IC3C4I IC1C4I 
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die BrianchonBchen Sechsseite: 

deren Haaptdiagonalen sich in einem Punkte schneiden, 

|ai92| 10464! |6233i|; \hh\ I04C4I ISlsSil, 
und da 

10464! ^M, |6233i| = |5t333i|, 
so müssen 

auf einer Geraden liegen. 

Mehr als diese sechs Geraden, auf denen je drei Diagonalpnnkte 
liegen, treten nicht auf, sondern andere Verbindungen von Brianchomchen 
Sechsseiten fahren wieder auf die bereits ermittelten Geraden. Wir können 
also sagen: Die neun Diagonalpunkte liegen zu je dreien auf den sechs Geraden: 

Ihhhl \h^ih\ \h^ih 
[Mihi \h^ih\ \h^2h 

und sind nichts anderes, als die neun DurchschnÜtspunkte der ersten drei Ge- 
raden mit den letzten drei Geraden. 

Anmerkung. Zum Nachweis dieser Eigenschaft gelangt man auch 
auf folgendem Wege, wie Herr Dr. E. Toeplitz] dem ich von meiner Unter- 
suchung Mittheilung machte, bemerkt hat: 

Aus dep Gleichheit der harmonischen Doppelverhältnisse 

(2l29t4b,b.,) = -l = (6i©40,03) 

folgt die Projectivität 

JCi(9l23l4bib2)Ä92(<5i640i03) 
oder 

!ti(030ibib2)7\"92 (62610103) 

7\" 92(030161 62); 

folglich liegen 1^192 62 Bia30i auf einem Kegelschnitt und bilden ein Pascal-- 
sches Sechseck, bei dem die Schnittpankte der Gegenseiten 

(^92, Bittj); (92^2, ttja,) = (bjbt, a,ai) = 6, 
und 

(6,6,, OiiCi) = (b-ihu 020,) = SU 
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auf einer Geraden liegen, also schneiden sich 

in einem Punkte. 

Aus der Gleichheit der harmonischen Doppelverhältnisse 

(3l32l4C,c,) = -l = (33x334a3a,) 
folgt die Projectivität 

^(3l39t4C,c,)Ä33(33i334a3a2) 
oder _ 

J^i(a3a2CiC2)7\'a3(ciC2a3a2) 

7\a3(a3a2C,C2); 

folglich liegen ;rig3CiC2a3a2 auf einem Kegelschnitt und bilden ein Pascal- 
sches Sechseck, bei dem die Schnittpunkte der Gegenseiten 

(hhi ^jd^)] (83C1, a3a2) = (qc*, a3a2) = S3i 
und 

(C1C2, a2]Ci) = (C1C2, ttittj) = St* 

auf einer Geraden liegen, also schneiden sich 



in einem Punkte. 
Da nun 

so gehen jid^sl nnd {]Cig3| durch densel\^en Punkt (03 bi €2,^4^161), und da sie 
ausserdem den Punkt ;t:t gemein haben, so fallen sie identisch zusammen, d. h. 

h ^2 h 

liegen auf einer Geraden w. z. b. w. 



§ V. 

Weitere Beziehungen zwischen den Diagonalpunkten. 

Da nach § 5 (S. 279) die acht Geraden 

|ciia2| |a3a4| |ciiCi3| 1020*1 1^162! I63B4I \^i^z\ 1^264 

einen und denselben Kegelschnitt berühren und zwei demselben umschrie- 
bene einfache Vierseite 

ai a2 0,4 Cii und 61 bi 64 b3 

bilden, so sind sowohl die Punkte 

(aittj, a304) = h und (aiO*, 0303) = ji. 
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als auch die Punkte 

(bi 62 , 63 64) = h wnd (b, 64 , B2 B3) = h 

conjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt, d. h. ein solches Paar 
von Punkten, dass der eine auf der Polare des anderen liegt und umge- 
kehrt. Aus diesen zwei Paaren von conjugirten Punkten folgt aber nach 
dem bekannten Hesse^chen Satze ein drittes Paar conjugirter Punkte, nämlich: 

also liegt der Schnittpunkt (hhihh) ^^^ ^^r Polare von ^3. Nun hat aber 
auch derselbe Kegelschnitt die vier Tangenten 

\CiiCiz\ \Ci2CiA\ 1^163! [6264 

welche ein ihm umschriebenes Vierseit bilden, dessen drei Diagonalen sind 



91^2 16364 



616,1 = IC2C4 



= IC1C3 

folglich ist IQ1Q2I die Polare von (C1C3, €304) = ^3, und der vorige Punkt 
(hhyiih) ™^8S Ä^f ^^r Geraden I^j^jI liegen, d. h. 

hh\ I9192I |3i32 
schneiden sich in einem Punkte, welchen wir 

nennen wollen. 

Nunmehr folgt nach dem De^ar^uß^schen Satze aus der perspectiven 
Lage der beiden Dreiecke ^ 

h 9i 8, 

^2 V> 81 

die lineale Lage, d. h. 

(jlhlhh) = ^5: (9l32,92ai) = ft, (j^ltln P2t)2) 

liegen auf gerader Linie, oder 

hr)l\ \h^2\ \hh\ 

schneiden sich in einem Punkte. Daher giebt die perspective Lage der 
beiden Dreiecke 

fl ^3 h 
^1 h ^» 

die lineale Lage der drei Punkte: 

(Pl92, hr)0 = 33, (]t:2t)3, hh) = 3l, (hh, 9l93) 

d. h. 



hh 9l93 !3l33 
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schneiden Bich in einem Pnnkte, den wir 

nennen wollen. 

Ebenso giebt die perspective Lage der beiden Dreiecke 

h 9i Pi 
^i h 9i 
die lineale Lage der Punkte 

fetln h^2) = 33, (M,, hr)ö = 32, (hh^ 92^3); 

also schneiden sich 



in einem Punkte, den wir 

(hhi ^293, 3283) = ti 

nennen wollen. 

Aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke 

ri rj Ji 

9l 9» ^8 

folgt aber die lineale Lage der Punkte 

ihhj tliPi) = ta, (jCift, 9i93) = ta, (hh, 9293) = ti; 

also liegen auch die drei Punkte 

ti U t3 

auf gerader Linie. 

Weiter ergiebt sich aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke 

y» 9i 8» 
die lineale Lage der Punkte 

(?i92, ?:29i) = 33, (9i32, 923i) = R, (]Ci3i, ^^82); 
also schneiden sich 

• \hh\ \hh\ \hh\ 
in einem Punkte, und aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke 

fi 9a ii 

h 9i ii. 

folgt die lineale Lage der Punkte 

(^92, ?29i) = 33, (Pi32, hh) = 93, (9232, 9i3i); 
also schneiden sich 

9i3i| I9232I I9333I 
in einem Punkte. Bezeichnen wir die drei Punkte: 
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(9i8u9i32?93 3j) = ;^4, 

80 erkennen wir aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke 

h 9i ii 
h 9» 8» 

die lineale Lage der Pankte 

(itiQi, ?:2t)2) = j4, (tliSi? 9282) = U, (Silti, 32:^2) = ^4, 
d. h. auch 1^49434 liegen anf gerader Linie. Wenn wir nun den neun Diago- 
nalpnnkten einerseits noch die drei Pankte 11:4 94}4 hinzufügen und andererseits 
tit2t3, so erkennen wir, dass je zwölf Punkte zwei neue Configurationen 
(I24, I63) bilden, nämlich zu je dreien auf den Geraden liegen: 

l^i^iS*! \h^2h\ 1^^3 32 ]Ci9*3i 

?29l33| |;C2t|23*| |j^2933l| |?^29432 



(rf.) 



h^i 3' 

J^49i 3i 



|R92 3i 

l?4 92 32 



(rf'O 



h h u 


h^2h 


^ihb 


9l^2t3 


h h^i 


3i hh 


t, hh 


t. ^2^3 



T*h h 
h h 93 

h h *3 



\hUh\ 
I*).t2t)i| 

\ht2h\ 
1^112 13, 



Configurationen derselben Art, wie die ursprüngliche (&.) (§ 1), die also auch 
dieselben Eigenschaften besitzen. Wir können den vorigen Satz auch so 
aussprechen : 

Die neun Diagonalpunkte der drei in desmischer Lage befindlichen 
Vierecke erscheinen als die Ecken von drei Dreiecken 

h^ih) J^2 92821 ^93831 
welche paarweise perspectiv liegen; die drei Perspectivitätscentren tit2U bilden 
mit den neun Diagonalpunkten zusammen eine Configuration (I24, I63). 

§ 8. 

Beziehungen zwischen den Schnittpunkten der Seiten der drei in desmischer Lage befindlichen Vierecke. 

Die Seiten der drei in desmischer Lage befindlichen vollständigen 
Vierecke 

01020304, b,b2b3b4, C1C2C3C4 

37* 
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schneiden einander nicht nur, wie wir in § 2 gesehen haben ^ zu je dreien 
in den 12 Punkten 3l.3?.0'. (i = 1, 2, 3, 4) der conjugirten Confignration (ff.), 
sondern ausserdem noch in 3.6.4=72 Punkten, welche sich zu je 6 auf 
12 neuen Geraden befinden. Dies geht aus folgender Bemerkung hervor: 
Nach § 5 berühren die acht Geraden 

CiiO'2 ^3^ ^1^3 ciiCU 6162 6364 bihy hib^ 

einen und denselben Kegelschnitt^ und es lassen sich daher aus ihnen in 
mehrfacher Weise Brianchomche Sechsseite zusammenstellen, für deren jedes 
sich die drei Hauptdiagonalen in einem Punkte schneiden. Nehmen wir 
die vier BrianchonBchen Sechsseite, deren auf einander folgende Seiten sind: 

ttiOo 6163 01^3 dsO* 6264, 02^4 

'Ai^\ ^1^3 ,Ci2(U '^3^, 'bibA CiiCLi 
diCii' \biby bibi Azdi b2b4 b3 64 
diCiii bibz. bsb^. ittsCU 6264 6162 ? 

so sind für das erste derselben die Hauptdiagonalen: 

(ttitts, 6163), (Ctott*, 6264); ^ 64(^3 ^ C1C3 , 

^3 02 ; 
folglich liegen die drei Punkte 

(aittj, bibj) (a3a4, bib^) (C1C3, a2a3) 
auf einer Geraden. 

In gleicher Weise geht aus den drei übrigen Sechsseiten hervor, dass 

(a,a2, bjb3) (0304, b2b4) (cjC*, ttiO*) 
(Ui a2 , bi bi) (a304, bi b4) (C3C4, b^ b^) 
(aiUo, bib3) (a3ai, b2b4) (c,C2, b2b3) 

auf je einer Geraden liegen; folglich liegen alle sechs Punkte 

(ttia., bibj) (a3a4, b2b4) (a2a3, C1C3) (a,a4, C2C4) (bib4, C3C4) (b2b3, C1C2) 

auf einer und derselben Geraden. 

Verfolgt man auf diese Art die sämmtlichen neun Kegelschnitte in 
§ 5, deren jeder von acht Tangenten berührt wird, so ergeben sich 12 
Gerade, deren jede sechs von den oben angegebenen 72 Punkten enthält 

Diese 12 Geraden lassen sich in folgender Tabelle zusammenstellen : 
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(aia4, C2C4) 

(0x04, C1C3) 

(aiOj, C1C4) 
(aittj, C2C3) 
(aia4, C3C4) 
(aia4, C1C2) 
(aia.i,CiC4) 
(dittz, C2C3) 
(ciia3,C3C4) 
(aia3,CiC2) 

(Oitta, C2C4) 

Wir können also den Satz aussprechen: 

Die 72 übrigen Schnittpunkte der Seiten der drei in desmischer Lage 
befindlichen Vierecke (ausser den 12 Punkten, in welchen sie zu je' dreien 5«- 
sammenlaufen) liegen zu je sechsen auf 12 Geraden. 

Dieselben 72 Pankte vertheilen sich auch zu je sechsen auf 24 
Kegelschnitten, indem sie sich zu Po^co/schen Sechsecken zusammenfügen 
lassen, deren auf einander folgende Seiten so lauten: 



1. 


(aia2, bib3) 


(0304, bib«) 


2. 


(aiUz, b2b4) 


(«3 041 bib3) 


3. 


(aia2,bib4) 


(0304, b2b3) 


4. 


(aia2,b2b3) 


(CI3Ö4, bib4) 


5. 


(fiidz^ bibj) 


(a2a4, b3b4) 


6. 


(öl 03, b3b4) 


(a2a4, bib2) 


7. 


(ctia3,bib4) 


(a2a4, b2b3) 


8. 


(aia3, b2b3) 


(a2a4, b,b4) 


9. 


(aia4, bibj) 


(0203, b3b4) 


10. 


(Oitt*, b3b4) 


(a2a3, bibi) 


11. 


(ciia4, bibj) 


(a2a3, b2b4) 


12. 


(a,a,, hzh,) 


(0203, bib3) 



(ttjOs, C.Cj) 1 


CB.64,< 


:3C4) 


(bjbj. 


C1C2) 


(Oittj, CiC«) ( 


%K ( 


:iC2) 


(bjbj, 


C3C4) 


(ttjO*, C2C3) ( 


%Ki 


:3C4) 


(bjb«, 


C1C2) 


(flsO«, C1C4) ( 


%K < 


:iC2) 


(bab«, 


C3C4) 


(O2O3, C,C,) ( 


%K < 


:2C4) 


(b2b3i 


, c.c,) 


(ttjOj, C3C4) ( 


%K < 


:.C3) 


(b2bj, 


1 C2C4) 


(ttsÖ«, C2C3) 1 


'Mui 


:2 c«) 


(b3b4 


, C.C3) 


(0304,0, C4-) 1 


(b,b2, 1 


:.C3) 


(b3b4 


. C2C4) 


(fljO«, C1C2) 


(.KK < 


C1C4) 


(b2b4 


. C2C3) 


(O2O4, C3C4) 1 


(6,63, ( 


C2C3) 


(bjb,, 


, c.cO 


(0304, C1C3) ( 


'bibj, ( 


:iC4) 


(b3b4 


. C2C,) 


(O3O4, C2C4) 


(b,b2,( 


C2C3) 


(b3b4 


, C1C4). 



ai02 


b,b3 


C1C4 


0304 


b2b4 


C2C, 


O1O2 


b,b3 


C2C3 


0304 


b2b4 


C.C4 


0102 


b2b4 


C1C4 


03 a» 


b,b3 


CjCj 


O1O2 


b2b4 


C2C3 


0304 ■ 


b.b3 


C1C4 


OiOj 


iX 


CiCj 


OjO» 


b2b3 


C2C4 


Ol02 


hX 


C2C4 


O3O4 


bzbs 


C1C3 


0,02 


b2b3 


C1C3 


03 0« 


b.b4 


C2C4 


O1O2 


bjbs 


CzC« 


0304 


b.b4 


C1C3 


0,03 


bibj 


C1C4 


0204 


b3b4 


C2C3 


0,03 


b,b2 


C2C3 


0204 


b3b4 


C.C4 


0,03 


b3b4 


C,C4 


0204 


bibj 


C2C3 


O1O3 


b3b4 


CjCj 


02 04 


b.b2 


C1C4 


0,03 


%U 


C,C2 


020, 


bjbj 


C3C4 


O1O3 


ib.b. 


C3C4 


I0204 


b2b3 


C,C2 


0,0, 


bihi 


C,C2 


I0204 


bib4 


C3C4 


O1O3 


b2b3 


C3C4 


0204 


b.b4 


C1C2 
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0,04 


b,b2 


CiCj 

* ' 


0,0« 


bjbj 


C2C4 


0,0« 


bsb« 


CiCj 


0,04 


b3b4 


C2C4 


0,04 


bibj 


C1C2 


0,04 


bibj 


C3C4 


0,0« 


b2b4 


C,C2 


0,04 


1- h,hi 


C3C4 



a2a3 

Ci2Cii 

aaQs 
a2a3 



[6364 
16364 

16,62 
I6162 
I6264 
I6264 
I6163 
I6.63 



C2C4 

ICiCj 

C2C4 
C1C3 

C3C4I 
CIC2I 

C1C2I. 



Die Patcalschen Linien dieser 24 Sechsecke sind nichts anderes, als 
die sechs Geraden: 

llCitljJjl \h^ih\ \h^ih\ \h^3h\ \h^ih\ \h^ih\i 
welche wir in § 6 gefanden haben (S. 283). 

§ 9. 

Einige besondere aus der Configuration (I24, I63) hervorgehende Configurationen. 

Herr J. de Vries macht a. a. 0. auf einige besondere Configurationen 
aufmerksam, welche aus der i7e««eschen (I24, I63) hervorgehen durch Fort- 
lassung und Hinzuftigung gewisser Punkte und Geraden; diese sollen in 
der von uns gewählten Bezeichnung angeführt werden. 

Zunächst bilden zwei solche Sechsecke, wie sie in § 3 betrachtet 
wurden, von denen jedes dem anderen gleichzeitig ein- und ' umbeschrieben 
ist, mit ihren 12 Ecken und ihren 12 Seiten die besondere Configuration 
(I23, 123), welche dadurch aus der J/e*«eschen hervorgeht, dass aus dieser 
vier solche Geraden fortgelassen werden, welche keinen Configurations-Punkt 
gemeinschaftlich haben, aber zu je dreien sämmtliche Configurations-Punkte 
enthalten, also jeden nur einmal, z. B. werden die vier Geraden fortgelassen 

|ai64Ci| |a26iC3| .lajöiC*] 1046202!, 
so bleibt die Configuration (I23, I23) übrig, welche die 12 Configurations- 
Punkte in den 12 Geraden enthält: 



aXu 


0,6203 


O163O2 


O264O2 


1036102 


O262O4 


O263O1 


03 64O3 


04610, 


O362O1 


O463O3 


O464O4 



Solcher Configurationen sind, wie wir gesehen haben, 24 in der J/e««6Schen 
enthalten. 

Die Vereinigung der J/e««6Schen Configuration mit der zu ihr con- 
jugirten Configuration (§ 2) liefert 24 Punkte 0, 6,0, 2t, 33, e, (• = 1, 2, 3, 4), 
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(Ä.) 



0304^2% 

dl 0361(54 

020462(53! 

0,0433233, 

UajOjSSiSB» 



CiC2 2l32l4 

C, Cj 63 ($4 

C2C46163 

c.C433,332 
C2C,333S34 



welche wegen der Identitäten (A.) (§ 2) sich zn je vieren auf den 18 Ge- 
raden vertheilen: 

|b. 6221,214! 
|b3B4 2l,2t, 

16,63(5264! 

162646,(53! 

16,6423,333 

162633323341 

also eine Configaration (243, I84) hilden, welche von Herrn J. de Vries die 
„harmonische Configuration" genannt wird. 

Lassen wir ans dieser harmonischen Configaration die sechs Punkte 

04 64 C4 2I4 334 64 

fort, so entsteht eine Configaration: 

(I83, I83), 
deren 18 Punkte zu je dreien auf folgenden 18 Geraden vertheilt liegen: 

16,622t, 

I6263S3J 

1636,62 

!332S3,o, 
!33,33,b. 



0, 02 21, 
O2O3S3. 
030,6,1 

I2I22I3O,! 

!21,2l,b3! 

l|2l,2l2C3| 



je, C2 2t3 
C2 C3333 
C3C, 6j! 



!6,630{ 

!636,b2| 
16,6202!. 



!S3,S32C, 

Solcher Configurationen lassen sich 16 aus der harmonischen Configuration 
ahleiten, zu denen wir gelangen, indem wir jedesmal aus der harmonischen 
Configuration die je sechs Punkte fortlassen: 

0464C421435464 



04b,c,9t,6,334 
04620,21,33,64 
04630333,6,214 
0,640,21262334 
O264O22I233264 
036403232622(4 
aib,042l363234 
O2b2042t333,64 
03630450,63214 



0,620321,33,6, 
0,6,0221233,6, 
026,0,2133326, 
02630,2123336, 
0,6,0221,33263 
0,620,21,23,62. 
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Werden den obigen 18 Geraden der Configuration (I83, I83) noch die sechs 
Geraden hinzugefügt: 

%5B36i 



tts bi C2 I 
2l35Bt6.|, 



dl 62 C3 I 
so entsteht eine Configuration: 

(I84, 243), 

und werden endlich diesen noch die sechs weiteren Geraden hinzugefügt: 

öl 63 C2 1 I az Bi C3 1 I Qs b2 Ci I 

|3li»362| \%^i^\ |^2t33326i|, 
so entsteht eine Configuration: 

(18s, 3O3). 

Wenn wir zu den 12 Punkten der Hesse^chen Configuration die drei 
Punkte 3(423464 der conjugirten Configuration hinzufügen, so erhalten wir 
15 Punkte, die sich zu je dreien auf den 20 Geraden vertheilen: 



aiBxC4 


aiCib* 


biCia4 


tti 022(4 


0203^84 


030164 


(I2B2C4 


a2C2b4 


b2C2(l4 


bib2 2(4 


babjÖ« 


b3b,(54 


a3b3C4 


a3C3b4 


b3C3a4 


cx C2 2(4 


C^CjB, 


C3 C, 64 


1. 


a4b4C4 






2l45B«6.i, 





also eine Configuration (164,203) bilden, welche man wohl die Cayley&che 
nennen darf, weil Cayley*) sie aus einer Raumfigur abgeleitet hat: Nimmt 
man sechs beliebige Punkte im Räume unabhängig von einander an, so 
lassen sich dieselben zu je zweien durch 15 Gerade und zu je dreien durch 
20 Ebenen verbinden; eine beliebige Transversalebene wird von den 15 
Geraden in 15 Punkten und von den 20 Ebenen in 20 Geraden durch- 
schnitten; die dadurch in der Transversalebene erhaltene Figur ist die Con- 
figuration (154,203); denn in der Raumfigur enthält jede der 20 Ebenen 
drei Gerade und durch jede der 15 Geraden gehen vier der 20 Ebenen, 
also werden in der Transversalebene in der That die Bedingungen der 
Configuration erfüllt. 

Dieser Configuration steht eine zweite zur Seite, die wir erhalten, 
indem wir in der vorigen nur die kleinen Buchstaben mit den grossen ver- 
tauschen. Nehmen wir aber von den 20 Geraden der Cayteyschen Confi- 
guration nur die eine Hälfte heraus, nämlich die Gerade |9(4S4Ö4| und die 



*) Cayley: „Sur quelques theorcmes de la geometrie de position". (Dieses Journal 
Bd. 31, S. 215.) 
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neun Geraden, welche je einen der Punkte 2I433464 und zwei von den neun 
Punkten 0^6,0, (i = 1, 2, 3) der Äeweschen Configuration enthalten, die noch 
zu je dreien auf den sechs Geraden liegen: 

löibjCal |a2B3Ci| iQabiCa 

|aib3C2| jaabiCjj jasbaCil, 
so erhalten wir wiederum eine Hesse^che Configuration (124,163): 

ciia22t4! I aib2 C3I | aiC2 b3| | a^i^^ a^] 
bia2 C3I I bib25t4| | biCj a3t | bi64 b3 
Cia2b3| I Cib2 ttsj I C1C2SI4I I C164 C3I 
I|334a2a3| |334b2 b3| jiU C3I IS4642I4I, 
und eine analoge Configuration ergiebt sich ans der conjugirten Configu- 
ration. Solcher Configurationen erhalten wir offenbar 2.16 = 32, zu denen 
wir gelangen, indem wir an Stelle der abgesonderten Geraden I3I433464I 
eine der übrigen 16 Configurations-Geraden der Hesseschen Configuration 
oder ihrer conjugirten nehmen. 

Wenn wir in der oben angegebenen Configuration (I83, I83) (S. 291) 
den darin auftretenden Geraden die in ihnen enthaltenen Diagonalpunkte 
jt:.^.g. (i= 1, 2, 3) hinzufügen, also die 18 Geraden haben: 



Sli2l2 C3?:3 



b, b2 2I2 V 
b2 b3^:Ö2 3 

b3 bi^aQ 

33,332 c,53 
33203 a,3i 
23333, b,3. 



Ci C2 2l3?:3 

C2 C3233g3 

C3 C16393 

6162 ^2^3 
6263 02^1 
6361 b2^2h 



so können wir aus ihnen durch Fortlassung der Punkte 

dl h C3 9I3 33i 62 
nnd Hinzufügung der drei Geraden 

\mih\ \h^^h\ \mih\ 
eine Configuration (2I3, 2I3) erhalten, die folgende Gestalt hat: 



02^11 h 

ct2 a3 gl 
036191 

2ll2l2 3t3 

Journal für Mathematik Bd. CYIII. Heft 4 



h,%h\ 



«2 ttj Jl 


6302 h 


ajföit), 


bj biQj 


%^2h 


Ba C. ä, 


3I2 a, j:. 


2325B3 h 


3li b, h 


3.^3 bi i. 


h ^ih 


h ^ih 



C2©3 33 

63 ttj^l 

?3 t^lh 



38 



294 



Schroeter, die Hessesche Conßguration (12^, 16,). 



Diese Confignration erscheint weniger übersichtlich und complicirter, als die 
unmittelbar ans der Bestimmungsart der Diagonalpunkte (§ 4) hervorgehende 
Confignration (213,213), welche so lautet: 



0102?! 


^lUh 


Ci C2 h 


03 04^:1 


hzh^h 


CzC^h 


0103^1 


616392 


ClC3t(3 


020491 


6264^2 


C2C4t(3 


eil 04 gl 


616482 


Ci C4 33 


020381 


626352 


C2 C3 33 


Vl^2h 


V2^ih 


Vi^ih 



und von den 21 Punkten gebildet wird, die als Ecken und Diagonalpunkte 
der drei in desmischer Lage befindlichen Vierecke auftreten. An Stelle der 
drei letzten Configurations-Geraden hätten wir auch die drei Geraden wählen 
können 

\h^ih\ \h^ih\ \h^2ii\i 

wodurch eine zweite mit dieser nahe zusammenhängende Confignration der- 
selben Art erhalten wird. 



§10. 

Zusammenhang der //«««eschen Configuration mit der ebenen Cunre dritter Ordnung. 

Wenn man aus der ^e^^eschen Confignration (I24, I63) (§ 1) (&.) die 
neun Punkte herausnimmt: 

Ol 62 C3 

C4 03 63 

61 Ci O4, 

von denen sowohl je drei in einer Horizontalreihe stehende, als auch je drei 
in einer Verticalreihe stehende auf einer Geraden liegen, so erkennt man, 
dass sie die neun Durchschnittspunkte von drei Geraden mit drei anderen 
Geraden sind, also eine Gruppe von neun associirten Punkten bilden, so 
dass jede Curve dritter Ordnung, welche durch acht derselben geht, auch 
den neunten (noth wendigen) Punkt der Gruppe enthalten muss. Nimmt 
man andererseits die neun Punkte: 

Ol 63 C2 
61 Ci O4 

C4 O2 62 
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Die Curven dritter Ordnung c^^^ und C^^^, welche den beiden conjugir- 
ten Configurationen umschrieben werden können, schneiden sich in den neun 
Diagonalpunkten y welche beiden conjugirten Configurationen gemeinschaftlich 
sind (§ 4). 

Die nenu Diagoualpunkte bilden also selbst eiue Groppe von neun 
assoeiirteu Punkten, was auch schon aus ihrer in § 6 erkannten Lage her- 
vorgeht : 



%1 


9i 


h 


93 


äi 


h 


52 


r, 


9., 



indem je drei in einer Horizontalreihe und je drei in einer Verticalreihe 
stehende Punkte auf gerader Linie liegen, also diese neun Punkte als die 
Schnittpunkte von drei Geraden mit drei anderen Geraden erscheinen. 

Legt man durch die Curve c^^^, welche die 12 Configurations-Punkte 
von (Ar.) und die neun Diagonalpunkte enthält, die beiden Geraden ;b4Ciai| 
CibaQi • so müssen, nach einer bekannten Eigenschaft der Curven dritter 
Ordnung, die Verbindungslinien jb^c, c,b3* und die Tangente in a, der c^^^ 
in drei neuen Punkten begegnen, welche wieder auf einer Geraden liegen ; 
da nun die Gerade 6402^ der c^^ in a, und die Gerade -tibi der cP^ auch 
in a> begegnet, so muss die Tangente in a2 mit der Tangente in Ui einen 
auf der Curve c^^^ liegenden Schnittpunkt haben, oder was dasselbe sagt, 
die beiden Tangenten der Curve in Ui und a» haben denselben Tangential- 
punkt auf der c^^\ Dieses ist der neunte noth wendige Punkt zu den acht: 

64 Cx Ui 
Ci 63 Ui 

<i> di • , 
unter welchen die Punkte Ui und a. doppelt auftreten, also die Verbindungs- 
linien jUiUil und jQjQjI Tangenten der c^^^ in Qi und Ua sind. 
In gleicher Weise folgt aus den Schematen: 

64 Ci Qi 64 Ci Ui 

C3 b, Ui C4 bi a, 

Ui Uj • 04 0* . , 

dass auch die Tangenten in a^ und a« denselben Tangentialpnnkt haben, 
wie die Tangente in Ui: also haben die vier Corvenpunkte aia^djai einen 
und denselben Tangentialpunkt. 
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Dieser Tangentialpunkt ist leicht zu bestimmen aus den Schematen: 

Bi ba h bi 63 ^2 

C3 C4 ^3 C3 Ci 93 

a2 02 • CI2 02 • 5 

er muss also sowohl auf \hh\ als auch auf l^a^sl liegen und ist daher der 
Schnittpunkt 

(hh.^2r),) = U (§7, S.286); 
wir schliessen also: 

Die vier Punkte aia2a3a4 sind die vier Berührungspunkte der Tangenten 
aus dem auf der Curve liegenden Punkte ti an dieselbe. 

Ebenso zeigt sich, dass bib2b3b4 die vier Berührungspunkte der Tan- 
genten aus dem auf der Curve liegenden Punkte t2 an dieselbe und dass 
C1C2C3C4 die vier Berührungspunkte aus dem auf der Curve liegenden Punkte 
U an dieselbe sind. 

Wir haben also jetzt 24 Punkte auf der c^^\ nämlich die 12 Configu- 
rations- Punkte a^biC. (1 = 1, 2, 3, 4), die neun Diagonalpunkte jc.Qigi («= 1, 2, 3) 
und die drei Punkte tit2t3, die gemeinsamen Tangeutialpunkte der je vier 
Punkte aib.c, (» = 1, 2, 3, 4). Ebenso liegen auf der C^^^ 24 Punkte, nämlich 
die 12 Configurations-Punkte der conjugirten Configuration 2li33i(5<(« = 1,2,3,4), 
die neun Diagonalpunkte jc^^, j, (i = 1, 2, 3) und die drei Punkte u^^h^ 
die gemeinsamen Tangeutialpunkte der je vier Punkte ^^.23^(5, (« = 1, 2, 3, 4). 

Hierdurch ist der Zusammenhang der Hesse^^chen Configuration (12«, I63) 
und der zu ihr conjugirten Configuration, wie sie aus unseren elementaren 
Constructionen (§ 1 und 2) hervorgingen, mit der ebenen Curve dritter 
Ordnung vollkommen klargelegt. 

§ 11. 

Nachweis der Möglichkeit zweier verschiedenen Configurationen (I24, I63). 

Herr J. de Vries sagt in seiner Abhandlung (a. a. S. 67): „Es giebt 
nur zwei Configurationen (I24, I63), deren Punkte drei Quadrupel bilden, 
in welchen jeder Punkt von den übrigen getrennt ist"; da er die Unter- 
suchung, welche zu diesem Resultat führt, nicht mittheilt, so sei es ge- 
stattet, einen Nachweis desselben hier beizufügen: 

Soll eine Configuration (I24, I63) gebildet werden, so müssen durch 
einen Punkt Ui derselben vier Gerade gehen, deren jede noch zwei weitere 
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Configurations-Punkte enthält, was neun Punkte giebt; also bleiben noch drei 
Configurations-Punkte (Restpunkte) übrig, die nicht mit ai durch Configu- 
rations-Gerade verbunden sind. Nennen wir diese 030304 und fügen die Be- 
dingung hinzu, dass auch diese unter einander nicht durch Configurations- 
Gerade verbunden sein sollen, also dass für a2, als Ausgangspunkt ge- 
nommen, UiOjCU als Restpunkte bleiben u. s. f., dann bilden aiOattja* ein 
Quadrupel von Punkten, die nicht mit einander durch Configurations-Gerade 
verbunden (d. h. von einander getrennt) sind. 

Nehmen wir nun einen weiteren Punkt bj der Configuration, so 
können unter den zu ihm gehörigen Restpunkten 01020304 nicht vorkommen, 
denn bi muss einer der acht Punkte sein, die mit Oi verbunden sind. 
Nennen wir die zu b^ gehörigen Restpunkte b2b3b4 und fügen die Bedin- 
gung hinzu, dass jeder von diesen vier Punkten bib2b3b4 die drei übrigen zu 
Restpunkten habe, so bilden diese ein zweites Quadrupel, wie das erste, 
und es muss jeder Punkt des zweiten mit jedem Punkt des ersten durch 
Configurations-Gerade verbunden sein; dadurch erhalten wir die 16 Con- 
figurations-Geraden |o,b;t|, auf denen die vier letzten Configurations-Punkte, 
welche wir C1C2C3C4 nennen wollen, so vertheilt liegen müssen, dass jede der 
16 Geraden |Oib;t| nur noch einen der Punkte C1C2C3C4 als dritten Configu- 
rations-Punkt enthält, welche selbst unter einander nicht verbunden sein 
können, weil wir sonst mehr als 16 Configurations-Gerade erhielten. Diese 
vier Punkte C1C2C3C4 bilden das dritte Quadrupel von Configurations-Punkten. 

Schreiben wir nun die 16 Configurations-Geraden hin und lassen den 
dritten Punkt auf jeder derselben noch frei: 

|Oibi 

|02bi 

Io3bi 

|a4bi 

so müssen in jeder Horizontalreihe als dritte Punkte C1C2C3C4 in irgend einer 
Anordnung stehen, weil zwei gleiche c^ nicht in derselben Horizontal reihe 
stehen können, ohne dass zwei Configurations-Gerade identisch werden; 
dasselbe gilt von jeder Verticalreihe; wir setzen in die erste Horizontal- 
reihe, um in Uebereinstimmung mit der uns bereits bekannten Configuration 
(I24, I63) zu bleiben, die Punkte c, in der Anordnung als dritte Punkte 



Oibi- 


Oibj • 


0ib4 • 


02b2 • 


02b3 • 


02b4 • 


Osbi • 


03b3 • 


03b4 • 


04b2 • 


04b3 • 


Oib* • 



C4 C3 C2 



■n 
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wodurch keine Beschränkung eingeführt wird; und wir dürfen auch in der 
ersten Verticalreihe als dritte Punkte die c^ in derselben Anordnung 

C4 C3 C2 Cj 

einsetzen, ohne eine Beschränkung einzuführen, weil die Punkte aia^a^ 
unter einander vertauscht werden können, ohne dass das obige Schema 
sich ändert; wir erhalten also unter allen Umständen folgendes Schema: 



aAc 


O162C3 


Ol 6302 


0ib4Ci 


0261 C3 


0262 • 


O263 • 


O264 • 


036102 


O362 • 


O363 • 


O364 • 


046101 


O462 • 


O463 • 


O464 • 



Jetzt sind noch neun Stellen mit den c. auszufüllen. An die erste 
leere Stelle kann nur entweder C4 oder Ci oder C2 treten, ohne dass zwei 
Configurations-Gerade identisch werden; setzen wir zuerst C4 in die fehlende 
zweite Stelle der zweiten Horizontalreihe, so muss in derselben an dritter 
Stelle Ci und an vierter Stelle C2 stehen, ebenso in der zweiten Vertical- 
reihe an dritter Stelle Ci und an vierter Stelle C2 stehen; dagegen können 
in den noch übrig bleibenden vier leeren Stellen die Punkte c* und C3 in 
zweifacher Weise vertheilt werden, und wir erhalten die beiden möglichen 
Configurationen : 



(1.) 



(2.) 



OibiC4 


O162C3 


O163C2 


O164C1 


O261C3 


O262C4 


O263C1 


O264C2 


036102 


036201 


O363C4 


O364C3 


O461C1 


O462C2 


O463C3 


O464C4 , 


0ibiC4 


O162C3 


Ol 63 C2 


O164C1 


O261C3 


O262C4 


O263C1 


O264C2 


O361C2 


O362C1 


O363C3 


O364C4 


>4biCi 


O462C2 


O463C4 


O464C3 . 



Setzen wir zweitens in dem vorigen noch unausgefüUten Schema 
an die erste leere Stelle Ci, so muss in der zweiten Horizontalreihe an 
dritter Stelle C4 und an vierter Stelle C2 stehen; in der zweiten Verticalreihe 
muss an dritter Stelle c* an vierter Stelle Cj stehen; an dritter Stelle der 
dritten Horizontal- oder Verticalreihe könnte nur Ci oder C3 stehen; C3 kann 
aber nicht stehen, weil sonst c, an die vierte Stelle der dritten Horizontal- 
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reihe käme, was nicht angängig ist, ohne zwei Configurations-Gerade iden- 
tisch zu machen; also ist nur die einzige Möglichkeit vorhanden, an die 
dritte Stelle der dritten Horizontal- (oder Vertical-) Reihe das Element Ci 
zu setzen, wodurch nun die übrigen leeren Stellen unzweideutig bestimmt 
werden, und wir erhalten folgende Configuration : 

öibiC*! |ciib2C3| 10163^21 |ciib4Ci 



(3.) 



0261^3 

|a3biC2 
KbiCi 



a2b2Ci 
a3b2C4 
a4b2C2 



|a2b3C4 
|a3b3Ci 
|a4b3C3 



|a2b4C2 

|Cl3b4C3 

|Ct4b4C4|. 



Setzen wir endlich in dem obigen noch nnausgefiillten Schema an 
die erste leere Stelle C2, so muss in der zweiten Horizoutalreihe an dritter 
Stelle Ci und an vierter Stelle C4 stehen, weil die Umstellung dieser beiden 
Elemente zu einer Identität zweier Configurations-Geraden führen würde; 
in der zweiten Verticalreihe kann an dritter Stelle nicht C2 C3 oder C4 stehen, 
weil sonst offenbar Identitäten hervorgingen, vielmehr muss Ci stehen, also 
an vierter Stelle c*. In der dritten Horizontalreihe muss aus gleichen 
Gründen an dritter Stelle c* stehen, und die übrigen leeren Stellen sind 
dann unzweideutig bestimmt, so dass nur die einzige Möglichkeit der Con- 
figuration hervorgeht: 



(4.) 



|aibiC4 

Cl2biC3 
Cl3biC2 

0461 Ci 



Cllb2C3 

OabjCz 

1^36201 
|a4b2C4 



aib3C2| 
|a2b3Ci 

|Cl3b3C4 
Cl4b3C3 



aib4Ci 
a2b4C4 

Ct3b4C3 
Ct4b4C2i« 



Im Ganzen stellen sich also zunächst vier Configurationen (I24, 16j) 
als möglich heraus, die wir mit (1.) (2.) (3.) (4.) bezeichnet haben. Es 
zeigt sich aber, dass die drei Configurationen (2.) (3.) (4.) identisch sind 
und durch eine Vertauschung ihrer Elemente in einander übergeführt werden 
können, so dass in der That nur zwei wesentlich von einander verschiedene 
Configurationen (I24, I63) übrig bleiben. 

Wenn wir nämlich in der Configuration (3.) an Stelle der Elemente : 

dl a2 Cii a* bi hz h^ i^ Ci C2 C3 C4 
bez. 

a[ a\ ai ai % bl bi bi c[ C3 cl ci 

setzen und in der dadurch erhaltenen Configuration die oberen Accente fort- 
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streichen, so erhalten wir nach gehöriger Umstellung der Configurations- 
Geraden genau die Configuration (2.), wodurch die Identität derselben mit 
(3.) nachgewiesen ist. 

Wenn wir andererseits in der Configuration (4.) an Stelle der Elemente 

öl 02 03 04 Bi 62 63 B4 Ci C2 C3 C4 

bez. 

a[ oi ai ai % bj Bi B2 C3 c[ ci ci 

setzen und in der dadurch erhaltenen Configuration die oberen Accente fort- 
streichen, so erhalten wir nach gehöriger Umstellung der Configurations- 
Geraden genau die Configuration (2.), wodurch die Identität derselben mit 
(4) nachgewiesen ist. 

Wir erhalten also in der That nur zwei wesentlich von einander ver- 
schiedene Configurationen (I24, I63) unter den vorgeschriebenen Bedingungen; 
die erste derselben (1.), welche Herr J. de Vries (I24, 163)^4 nennt, ist die 
Hesse^che (&.) (§ 1); die zweite (2.), welche Herr J. de Vries (I24, 163)0 
nennt, wollen wir unter Vertauschung der Elemente C3 und c* so schreiben: 

\aXtz\ \ciih2u\ |aiB3C2| |aiB4Ci| 

lajBiC*! |a2B2C3| laabjCij |a2B4C2| 

|a3BiC2| lajbjCil |a3B3C4| |a3B4C3| 

|a4BiCi| 1046202! 10463031 \a,hc,\ 

und (Ä'.) nennen. Sie hat mit der Configuration (&.) 12 Configurations- 
Gerade gemeinschaftlich, nur die vier übrigen sind verschieden in den beiden 
Configurationen. Auch diese zweite Configuration (I24, I63) lässt sich auf 
elementare Weise folgendermassen construiren. 



(*'•) 



§12. 

Construction der zweiten Configuration (I24, 16s) £. 

Wir gehen von zwei perspectiv liegenden Dreiecken aus: 

B, B, 63 

Ci c, C3 



1 



^4 

bei denen sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken |biCi| 16202! IB3C3J 
in einem Punkte 0+ schneiden, und bestimmen die Schnittpunkte 

(B1C3, B3C2) = ai, (6203, b3Ci) = Qj, (biC2, bjCi) = Qj; 
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dann fol^ dass das von den sechs Punkten 

öl Bi Ci a2 B2 C2 

gebildete einfache Sechseck ein Pascalsche^ sein muss, d. h. seine sechs 
Ecken auf einem Kegelschnitt liegen, weil die drei Schnittpunkte der 
Gegenseiten 

(ajbi, 0262) == C3, (biCi, 62 C2) = a*, (CiQz, C2ai) = ba 

auf einer Geraden |b3C3a4| liegen. 

Nehmen wir nun das Pcwca/sche Sechseck 

dl bi C2 (I2 62 Ci, 

so sind die Schnittpunkte der Gegenseiten 

(ai bi , a2 b2) = C3 , (bi C2 , 62 cO = a^ , (a2 C2 , Ui cO ; 

folglich schneiden sich 

löiCil |a2C2| jasCal 

in einem Punkte, den wir 

(aiCi,a3C3) = b4 

nennen wollen, und von dem wir sehen, dass 

|a2b4C2| 
auf einer Geraden liegen. 

Nehmen wir zweitens das Pcucakche Sechseck 

öl b2 Ci a2 bi C2, 
so sind die Schnittpunkte der Gegenseiten 

(Qiba, ajbi), (biC2, b2Ci) = aa, (ciUz, aiCz) = h] 
folglich schneiden sich 

ciib2! |a2bi| lusb. 



in einem Punkte, den wir 

(aib2,a3b3) = C4 

nennen wollen, und von dem wir sehen, dass 

I CI2 bi C4 
auf einer Geraden liegen. 

Nehmen wir endlich das Pa«ea/sche Sechseck 

CI2 bi Ci Qi h> C2, 
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so sind die Schnittpunkte der Gegenseiten desselben 

(QiBa, azbi) = C4, (BiCi, baCz) = 04, (ciai, Cja^) = 64, 

welche in einer Geraden 

1046404! 
liegen müssen. 

Wir sehen hieraus, dass die 12 Punkte o<b,c, (» = 1, 2, 3, 4) zu je dreien 

auf 16 Geraden liegen, welche die Configuration (&'.) oder (I24, 163)^ 

bilden: 



(&'.) 



|0ibiC3 

|02biC4 

lOsbiCa 

IkbiCi 



|0ib2C4| 
|02b2C3| 

jOsbaCil 

1046202! 



I Ol 6302 

1026301 

I0563C4 

I0463C3 



!oi64Ci 
I0264C2 
I0364C3 

I0464C4I. 



Die Punkte der Configuration gruppiren sich auch hier (wie in § 4) zu drei 
Vierecken in desmischer Lage, allein mit etwas anderer Anordnung; stellen 
wir je zwei perspectiv liegende Vierecke mit ihren entsprechenden Ecken 
unter einander und das jedesmalige Perspectivitäts-Centrum darunter, so er- 
halten wir folgende Tabelle: 





b,b,b,b, 

<:« c. c, c. 


b,b,b.b, 

c, c. c. c, 


b,b,b,b, 

c. c, c, c. 


fl. 


<i. 


ö. 


tt« 


c, c, c, c, 

0,0,0,0, 


c, c, c, c, 

0,0,0,0, 


Ci c, c, c, 

0, 0, 0,0, 


qc,c,c, 

0, 0, 0,0, 


0,0,0,0, 
b,b,b,b, 


0,0,0,0, 

b,b,b,b. 


0, 0, 0, 0, 

t',b,b,b. 


0,0,0,0, 

b,b,b,b. 


Ci 


. c, 


c. 


£4 



Andererseits ersehen wir aus der Configuration (&'.), dass sich die 16 Con- 
figurations- Geraden nur zu vier vollständigen Vierseiten gruppiren, deren 
jedes zu den drei Paar Gegenecken sechs Configurations-Punkte hat. Die 
Paare von Gegenecken dieser vier vollständigen Vierseite sind: 

O1O2, 6162, C3C4; 
6162, C1C2, O3O4; 

Ci C2, O1O2, 6364; 

O3O4, 6364, C3C4. 

39* 
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Jedes dieser vier vollständigen Vierseite enthält sechs Configurations-Punkte 
als Ecken; nehmen wir die sechs übrigen Configurations-Ponkte, so liegen 
dieselben allemal auf einem Kegelschnitt; wir erhalten also vier Kegel- 
schnitte, auf deren jedem sechs Configurations-Punkte liegen, nämlich 

CI3 (t4 B3 64 Ci C2 liegen auf einem Kegelschnitt, 

63 64 C3 C4 Qi a2 

C3 C4 Qj a4 bi 62 - - - - - 

öl 02 61 62 Ci C2 - - - - - , 

wie unmittelbar aus dem Pa«ea/schen Satze zu erkennen ist. 

Ferner ergeben sich drei Kegelschnitte, welche von je acht Geraden 
berührt werden: 

1) 

2) 
3) 

Hieraus folgt durch mehrfache Anwendung des Brianchon^chen Satzes, wenn 
man die sechs Diagonalpunkte bezeichnet: 

(aiUa, a2ai) = a, (6163, B2B4) = 9i, (ciCj, C2C4) = gi, 

(0x04, 0203) = hl (ßlK 6263) = ^2, (C1C4, C2C3) = J2, 

dass sich die je drei Verbindungslinien 

\h^2\ \h^i\ IC1C2I in einem Punkte schneiden 

Ml\ \M2\ IC3C4I ... 

^182! 1^2 3l| ^1021 - . - 

'CI3CI4 



Oitt, 


02 (I4 


OiO« 


Oj03 


6,63 


6264 


b.b4 


bjbj 


OiOj 


a^a» 


Ol 04 


0,03 


CiCj 


C2C4 


C1C4 


C2C3 


iX 


bjb« 


6.64 


iibj 


CiCj 


CaC4 


CiC4 


C2CJ 



9i3i 


hh 


hh 


hVi 


hh 


hh 



6,62 
6364 



3*1 

93, 

94; 



von diesen sechs nenen Punkten zeigt sich, dass sie zu je dreien auf vier 
Geraden liegen 

\mih\ \h^*iy\ \M3h\ \T*^ih 
SO dass die 12 Punkte jr^Q/g, (•=!? 2, 3, 4) sich zu einer neuen Configu- 
ration (124, 163)^ zusammenfügen, die so lautet: 



rXh 


TXh 


h^3h 


h^h 


h^ih 


Xi^ib 


Vi^ih 


h^*h 


hVih 


ft»)j3t 


ft»)j34 


hhh 


A9i3i 


r r^zh 


'h^ih 


^9*3* 
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zugleich liegen je sechs Pankte 

h h 9i 92 3i 32 auf einem Kegelschnitt, 

h h ^s r)4 h i* ' - - - ? 

R ?4 9i ^2 33 34 - - - - , 

h J^4 ^3 9* 3i 32 ■ " " " ? 

u. s. w. 

Es würde zu weit führen, diese interessante Figur in gleicher Aus- 
führlichkeit, wie die Hessesche Configuratiön zu untersuchen; wir begnügen 
uns daher damit, nur noch den Zusammenhang derselben mit der Curve 
dritter Ordnung nachzuweisen. 

§13. 

Zusammenhang der Configuratiön (I24, 16}) B mit der ebenen Curve dritter Ordnung. 

Wenn man aus der Configuratiön (12«, 163)^ die neun Punkte 

ai 62 C4 
bi C2 dz 
C3 Ö4 63 

herausnimmt, von denen je drei in einer Horizontalreihe und je drei in 
einer Vertical reihe stehende auf gerader Linie liegen, so erkennt man, dass 
sie eine Gruppe von neun associirten Punkten bilden, d. h. jede Curve 
dritter Ordnung, welche durch acht derselben geht, auch den neunten (noth- 
wendigen) Punkt der Gruppe enthalten muss. 

Nimmt man andererseits die neun Punkte 



fll 


63 


C2 


ii 


c« 


02 


C3 


tts 


b« 



heraus, so erhält man eine zweite Gruppe von neun associirten Punkten. 
Diese beiden Gruppen haben aber sieben Punkte gemeinschaftlich: 

ai aj bi ba Cj C3 c*; 

fügt man denselben die Punkte b2 und a2 hinzu, so wird durch diese neun 
Punkte nur eine einzige Curve dritter Ordnung cP^ bestimmt, welche wegen 
der ersten Gruppe den neunten nothwendigen Punkt 04 und wegen der 
zweiten Gruppe den neunten nothwendigen Punkt b4 enthalten muss. Es 
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liegen daher die elf Punkte 

eil CI2 03 04 bi ba hi h^ C2 C3 C4 

auf einer und derselben cP^; dass auch der zwölfte Punkt Ci auf ihr liegt, 
erkennen wir aus der Gruppe von neun assoeiirten Punkten 

03 bj C4 

^2 C3 02 

Ci 04 bi. 

Wir schliessen also: 

Die 12 Punkte der Conßguration (I24, 163)iB liegen auf einer Curve 
dritter Ordnung c[^\ 

Legt man durch diese cP^ die beiden Geraden [biCsOil und |c4b20i|, 
so müssen nach einer bekannten Eigenschaft der Curven * dritter Ordnung 
die Verbindungslinien |c4bi|, |c3b2| und die Tangente in Oi der cP^ in drei 
neuen Punkten begegnen, welche wieder auf einer Geraden liegen; da nun 
die Gerade |c4bi| der c^^ in O2, und die Gerade |c3b2| der cP^ auch in 02 
begegnet, so muss die Tangente in O2 mit der Tangente in Oi einen auf 
der c[^^ liegenden Schnittpunkt haben, d. h. die beiden Tangenten der Curve 
in Ol und O2 haben denselben Tangentialpunkt auf der cP\ Dieses ist der 
neunte uothwendige Punkt zu den acht: 

bi C3 Ol 
C4 b2 Ol 

02 02 • , 

unter welchen Oi und O2 doppelt auftreten, also die Verbindungslinien jOiOij 
und I02O2I Taugenten der c^P in den Punkten Oi und O2 sind. 
In gleicher Weise ergiebt sich aus dem Schema 

hz C4 O3 
C3 b4 O3 

04 04 • , 

dass auch die Tangenten in O3 und O4 denselben Tangentialpunkt haben. 
Dagegen zeigt uns das Schema 

63 C2 Ol 

C4 b2 Ol 

03 O4 • , 
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dass der Tangentialpnnkt zu ai mit dem dritten Schnittpunkt von laacu] und 
der eP^ zusammenfällt, und ebenso zeigt das Schema 

64 C3 a3 

Ol 02 • , 

dass der Tangentialpunkt zu a^ mit dem dritten Schnittpunkt von |aia2| und 
der c^^ zusammenfällt. Wir haben also das Resultat: 

Die vier Punkte aia2a3a4 liegen derartig auf der Curve e^^y dass Qi und 
a2 denselben Tangentialpunkt haben, welcher der dritte Schnittpunkt der Fipr- 
bindungslinie \(iiQi\\ und der Curve eP^ ist^ und dass a^ und 04 denselben Tan- 
gentialpunkt haben y welcher der drifte Schnittpunkt der Verbindtingslinie |aia2 
und der Curve c^^ ist. 

In gleicher Weise zeigt sich, wenn wir bezeichnen durch 



ai2 den dritten Schnittpunkt von |aia2 

CI34 - - - - l^stU 

B12 - - - - |bib2 

B34 - - - - 16364 

C12 - - - - |CiC2 



C34 



C3C4 



mit der c\^ 



dass a34 der gemeinschaftliche Tangentialpunkt für Qi und a2 

- ai2 - - - - 03 - 04 

- 634 - - - -61-62 

- 612 - - - - 63 - 64 



C34 



-12 



C2 



ist. 

Da ai und a2 denselben Tangentialpunkt haben, so sind sie ein Paar 
conjugirter Punkte der c{^^ für eines der drei Systeme derselben. Da aber 
ein Paar conjugirter Punkte eines Systems von einem beliebigen Curven- 
punkte auf die Curve projicirt immer wieder ein neues Paar conjugirter 
Punkte desselben Systems liefert, so sehen wir aus der Tabelle der drei 
in desmischer Lage befindlichen Vierecke (S. 303), dass auf der c^^ folgende 
sechs Paare conjugirter Punkte einem und demselben Systeme angehören: 



ä 
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ai und a2, a^ und xu 
61-62, 63 - 64 

weil aber der gemeinschaftliche Tangentialpnnkt zweier conjugirten Punkte 
und der dritte Schnittpunkt ihrer Verbindungslinie und der Curve bekannt- 
lich allemal auch ein Paar conjugirter Punkte ist, so erhalten wir auch 
die drei Paare conjugirter Punkte: 

ai2 und a34 
612 - 634 
^12 " C34. 

Diese sechs Punkte liegen zu je dreien auf vier Geraden, d. h. sind 

» 

die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, welches der c^'^ unbeschrieben ist. 
Denn aus den Schematen, welche Gruppen von je neun associirten 
Punkten bilden: 



ttl 


Oj 


a« 


B> 


Ba 


B12 


Ci 


C2 


C12 


Ol 


0} 


a« 


b. 


B4 


B3« 


C3 


C4 


Cj4 


«3 


0« 


aj4 


bx 


b2 


b,2 


C2 


C2 


Cm 


Öl 


Ol 


Qj« 


ba 


62 


634 


C3 


C3 


c» 



folgen die vier Geraden: 

ICI12634C34I I612C34CI34! 1012034634! |ai26i2Ci2|. 

Bekanntlich wird durch den Process der Vierseits-Bildung allemal 
aus zwei Paaren conjugirter Punkte einer cf^ ein drittes Paar derselben 
abgeleitet. 

Die sechs Paare conjugirter Punkte: 

Ui und a27 03 und 04 
61 - 62, 63 - 64 

Ci - C2, C3 - C4 

stehen aber in der eigenthümlichen Verbindung mit einander, dass aus ihnen 
nur drei neue Paare conjugirter Punkte hervorgehen, während die übrigen 
noch zu bildenden Paare in einander übergehen; die drei neuen Paare sind : 

(aia3, 0204) = h^ ('&163, 6264) = t)i, (C1C3, C2C4) = ji 

(a,a4, 0203) = ^2, (6164, 6263) = t)2, (C,C4, C2C3) = g2, 

^1 und ]C2, 9i und t)2, ji und 32, welche demselben Systeme conjugirter Punkte 
angehören. 
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Sie hängen mit den drei Paaren 

ai2 und a34, hn und 634, C12 und C3/ 

in folgender Weise zusammen: 

Ans den Gruppen von acht Punkten geht der neunte nothwendige 
hervor 

61 C3 Ol bi 

64 C3 04 63 

^2 C12 h 9l 



dz 



C3 
C3 

C12; 



folglich ist 



und ehenso 



(Vi^7)h^i) = C12 



(h^iih^2) = C34 

ihhihh) = '^M 
(9182,9281) = tli2 

(918119282) = 034, 

woraus denn folgt, dass sich je drei Gerade: 



IC1C2I in einem Punkte schneiden 

IC3C4 
|biB2| 
16364 
|a,02| 

Icisa*! - - - - , 

und dass die sechs Punkte ;t:i|9iji;c292g2 Auf einem Kegelschnitt liegen« 



hh 


h^i 


\Mi 


h^i 


hh 


hii 


hh 


hh 


9i32 


92 3i 


9.3i 


1)232 



§ 14. 

Ein besonderer Fall der Coniiguration (I24, 16j)B, welcher auf die Hurwüzsche Figur führt. 

Wir können unsere in § 12 gegebene Construction so modificiren, 
dass auch die zuletzt gefundenen neuen Paare conjugirter Punkte jCi und ;t:2, 
9i und ^2, 81 ^"d 82 fortfallen und dadurch der Process der Vierseitsbildung 
einen Abschluss gewinnt, indem aus s^chs Paaren conjugirter Punkte von 
besonderer Lage sich keine weiteren Punkte-Paare der c[^^ ableiten lassen, 
worauf Herr Hurwitz (a. a. 0.) zuerst aufmerksam gemacht hat Dies tritt 
ein, wenn wir, anstatt von den beiden perspectiv liegenden Dreiecken aus- 
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zogehen 

* *i ^ 6, 

Ci c, c, 

, 

jedes dieser beiden Dreiecke in eine Gerade degeneriren lassen. 

Wir bringen also -drei Punkte 616263 einer Geraden mit drei Paukten 
C1C2C3 einer zweiten Geraden in perspective Lage; dann erhalten wir das 
Pascakche Sechseck für einen in ein Linienpaar ausgearteten Kegelschnitt 

61 Ca 62 C2 6s Ci, 

für welches die Schnittpunkte gegenüberliegender Seiten 

(61C3, b3C2) = ai, (C362, 63C1) = Oa, (62C2, 61C1) = 04 

auf gerader Linie liegen müssen. Da nun der dritte Schnittpunkt der Ge- 
raden |0ia2| mit der Curve cP^ der Punkt ai2 war (§ 13 S. 307), so wird in 
diesem besonderen Falle 

04^0,2, 

und da der conjugirte Punkt zu a^ der Punkt 034, zu a« aber a^ ist, so folgt 

Q3 = 034 ; 

üi und 02 haben aber den gemeinschaftlichen Tangentialpunkt 034, folglich 
ist dieser Punkt 03 Tangentialpunkt für die beiden Tangenten in Oi und 02; 
die beiden Paare conjugirter Punkte Oi und 02, Oj und a^ bilden also in 
diesem besonderen Falle ein degenerirtes Vierseit: 

aia3(ii| |o2a4(ii{ |(ii04(i2| 1020302), 
bei welchem die beiden Seiten 

IÜ2O4O1I ^ }0i0402| 

identisch zusammenfallen, und es folgen aus demselben keine neuen Paare 
conjugirter Punkte. Ebenso wird, da 616263 in gerader Linie liegen: 

03 ^ D12, 64 ^ 634, C3 ^ C12, C4 ^ C34; 

also bilden auch die beiden Paare conjugirter Punkte 61 und 62, 63 und 64 
ein degenerirtes Vierseit: 

I616461I 1626361! 1616362! I626462I, 

bei welchem die beiden Seiten 

I626361I ^1616362! 

identisch zusammenfallen, und ebenso bilden die beiden Paare conjugirter 
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Punkte Ci und €2, C3 und c« ein degenerirtes Vierseit: 

IC1C4C1I IC2C3C1I IC1C3C2I IC2C4C2I, 
bei welchem die beiden Seiten 

identisch zusammenfallen. Wir sehen hieraus, dass die Punktepaare ;t:i;c2, 
9i929 hh (§ ^3) i" diesem besonderen Falle fortgehen oder vielmehr mit 
den früheren Punktepaaren zusammenfallen. Der Process der Vierseits- 
Bildung hat also bei diesen besonderen Punktepaaren: 

ai und a2, a3 und 04, 
61 - 62, 63 - 647 

Ci - C2, C3 - C4 

einen Abschluss erreicht und gestattet keine weitere Bildung neuer Punkte- 
paare. Die Construction solcher sechs Punktepaare ist die von Herrn Hur- 
füitz (a. a. 0.) gegebene bei leichter Abänderung der Bezeichnung: 

Man nehme drei Punkte 6ib263 einer Geraden in perspectiver Lage 
mit drei Punkten C1C2C3 einer zweiten Geraden, so dass sich 

|biCi| |b2C2| |b3C3| 
in einem Punkte Q4 schneiden, bestimme die Schnittpunkte: 

(biC3, 6302) = Ui; (b2C3, b3C,) = a2; (biC2, bjO = O3; 
(ciiCi , a3C3) = b4; (aib2, a^h^) = C4; 
dann müssen auch, wie oben bewiesen ist, 

|a2b4C2| |a2biC4| |a4b4C4| 

auf je einer Geraden liegen, und wir haben die Configuration (Ar'.) (S. 301) 
in einem besonderen Falle; die sechs Paare conjugirter Punkte einer cP' 

ai und a2, a^ und 04, 
bi - ba, b3 - b4, 

Ci - C2, C3 - C4 

befinden sich in der eigenthttmlichen Lage, dass sie durch den Process 
der Vierseits-Bildung keine neuen Punktepaare der Curve c^^ mehr liefern, 
sondern die alten immer in einander übergehen. 

Diese eigenthümliche Lage der sechs Pnnktepaare lässt sich nun 
noch näher charakterisiren. Da nämlich a^ und 04 conjugirte Punkte der 
cP^ sind, also denselben Tangentialpunkt haben müssen und der Tangential- 

40* 




312 Schroeter, die Heisesche Configuration (12^,163). 

punkt zu as der Punkt a^ ^=04 ist , so ist a^ auch der Tangentialpnnkt za 
0«; wenn aber ein Punkt einer Cnrve dritter Ordnung mit seinem. Tangential- 
punkt zusammenfällt, so ist dies ein Wendepunkt der Curve; also ist Oi 
ein Wendepunkt; aus gleichem Grunde sind 63 und C3 Wendepunkte der 
cP^, mithin 

a* 63 C3 

die drei in gerader Linie liegenden reellen Wendepunkte der Curee dritter 
Ordnung c^^ und a^h^c^ die conjugirten Punkte zu denselben in einem der 
drei Systeme. 

Breslau, April 1891. 



313 



Ueber die sogenannten vollständigen Systeme von 
homogenen linearen partiellen Differentialgleichmigen 

erster Ordnung. 

(Von Herrn Friedrich Schur in Dorpat.) 



W enn ich im Folgenden auf ein Thema, welches schon oft be- 
handelt worden ist*), auf die Integration der sogenannten vollständigen 
Systeme von homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, von Neuem eingehe, so sind dabei zwei Gesichtspunkte massgebend 
gewesen. Erstens schien es mir von Interesse, die allgemeine analytische 
Natur der Lösungen eines solchen Systems direct ohne Eingehen auf die 
eigentlichen Integrationsmethoden zu untersuchen, zumal diese Methoden 
keineswegs immer als wirkliche Vereinfachung des Problems betrachtet 
werden können. Dies ist in § 2 durch Entwickelung der Lösungen in Po- 
tenzreihen geschehen ; hierbei machte nur die Berücksichtigung der Integra- 
bilitätsbedingungen Schwierigkeiten, deren Ueberwindung nicht ohne einen 
Kunstgriff gelang. Zweitens aber kam es mir darauf an, die Integration 
des Systems mit Hülfe eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 
auf ihren wahren Grund zurückzuführen, der darin liegt, dass mit einem 
solchen Systeme stets mindestens eine Transformationsgruppe verknüpft ist 
Wenn sich hierbei auch keine neue Integrationsmethode ergiebt, so gewinnt 
man bei dieser Auffassung sicher den Vortheil, dass sich nach Integration 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen eine Elimination als überflüssig 
erweist; die so gewonnenen Functionen liefern unmittelbar die Lösungen 
des vollständigen Systems. Diese Untersuchungen sind in § 3 durchgeführt 



*) Was die reiche Litteratur über diesen Gegenstand betrifft, so kann man sich dar- 
über orientiren z. B. in Mansion, Theorie des equations aux derivees partielles du premier 
ordre, Paris 1875. S. auch Theorie der Transformationsgruppen unter Mitwirkung von 
Dr. FHedrich Engel, bearbeitet von Sophus Lie, Leipzig 1888 u. GourscU, Le9ons sur 
l'integration des equations aux derivees partielles du premier ordre, Paris 1891. 
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worden und zwar ohne Voraussetzung von Sätzen aus der Theorie der Trans- 
fonnationsgruppen. In derselben Tendenz sind in § 1 bekannte Sätze Über 
vollständige Systeme kurz begründet worden. 

§1. 

Definition der vollständigen Systeme. 

Zur Bestimmung eiQer Function: 

(1.) z = f(Xi, X2, ..., x^) = f(^x) 

seien q (<») homogene lineare partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung: 

n Q^ 
(2.) X^Z = JS §i(x) ^— = (a= 1, 2 9) 

gegeben, wo die §J(a?) analytische Functionen von Xi, a?2, . . ., x^ sein 
mögen , welche in der Nähe einer gewissen Stelle x^ = c^ den Charakter 
rationaler Functionen besitzen. Wir können dann voraussetzen, dass nicht 
sämmtliche g-gliedrigen Determinanten der Matrix: 

(3-) Ifswi Clz\X-:::0 

identisch verschwinden; denn sonst könnten obige Gleichungen durch ein 
System von s (<Zq) Gleichungen ersetzt werden, für welches nicht mehr 
die sämmtlichen «-gliedrigen Determinanten der analogen Matrix ver- 
schwinden. 

Es ist klar, dass jede Function z=f{x)^ welche das System (2.) 
befriedigt, wofern es überhaupt eine solche giebt, auch den folgenden Glei- 
chungen genügt: 

I(X„ X^) = X^{X^z)-X^{X^i) 

Unter diesen |?(?--1) Gleichungen befinden sich nun entweder solche, 
welche von den Gleichungen (2.) unabhängig sind, oder es giebt keine 
solche unter ihnen, d. h. es verschwinden alle (g+l)-gliedrigen Determi- 
nanten derjenigen Matrices, welche durch Combination der Gleichungen (2.) 
mit irgend einer der Gleichungen (4.) entstehen. In letzterem Falle lassen 
sich also Functionen ^«.^C^)? welche rationale Functionen der U(a;) und 
ihrer ersten Ableitungen sind, so bestimmen, dass: 
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(5.) (X, , Xi) = i i?t» (x) X, « 

c=i 

ist, d. h. unabhängig von den Werthen der -g — 

Im ersten Falle dagegen füge man zu den Gleichungen (2.) so viele 
von den Gleichungen (4.) hinzu, dass ein (g+gi)-gnedriges System: 

(6.) ^0« = -S^b(a?)-^ — = ca = i.2 9+50 

entsteht, für welches nicht sämmtliche (9+9i)-gliedrigen Determinanten der 
zugehörigen Matrix verschwinden; hier sind die r]l(x) offenbar Functionen 
derselben Art wie die ^(a:). 

Mit dem Systeme (6.) können wir in derselben Weiiae verfahren, 
und wir werden so fortfahrend schliesslich auf ein r-gliedriges System 
kommen, welches vermöge desselben Processes zu neuen Gleichungen 
nicht mehr führt. Hierbei kann nur der Fajl in Betracht kommen, dass 

r<^n ist; denn im entgegengesetzten Falle müssten alle -^ — verschwinden, 

die gesuchte Function a = f(x) könnte also nur einer Constanten gleich sein. 

Ist aber r<:ii, so werden wir zeigen, dass das System durch u—r 
unabhängige Functionen befriedigt wird, Ein solches System nennt man 
ein vollständiges und definirt dasselbe folgendermassen. 

Das System (2.) von q homogenen linearen partiellen Differentialglei'- 
chungen erster Ordnung wird ein q-gliedriges vollständiges System genannt, 
wenn erstens nicht alle q-gliedrigen Determinanten der Matrix (3.) identisch 
verschwinden, und wenn zweitens Identitäten von der Form (5.) bestehen. 

Dann gilt zunächst der folgende Satz: 

Bilden die Gleichungen (1.) ein vollständiges System, so gilt dasselbe 
von den Gleichungen: 

q 

(7.) Z^a = 2:y^t(^)X,z (a-1, 2,..., ,)^ 

c=l 

sobald die Determinante |V^c(^)| ^^^^^l identisch verschwindet. 
In der That finden wir: 

woraus durch Einsetzen der sich aus (7.) ergebenden Ausdrücke der X^z 
durch die Z^z der Satz folgt. 
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Wir werden hiernach auch ein vollständiges System, welches dem 
gegebenen äquivalent ist, erhalten, wenn wir dasselbe nach q von den 

Differentialquotienten -^ - auflösen, also etwa das System bilden: 

wo die CS(^) Functionen derselben Art sind wie die ^(x), sodass wir die- 
selben bei geeigneter Wahl des Nullpunktes als gewöhnliche Potenzreihen 
der X,, 0^2, ..., x^ voraussetzen dürfen. Sollen diese Gleichungen ein voll- 
ständiges System bilden, so muss sein: 

(9.) (Z„ZO = 0. 

Denn in diesen Ausdrücken kommt, wie man aus Formel (4.) erkennt, 

keiner der Differentialquotienten -g — für a^g vor; sollen daher alle (g-hl)- 

gliedrigen Determinanten derjenigen Matrix verschwinden, welche durch 
Zusammenstellung der Gleichungen (8.) mit einer Gleichung von der Form : 

i U'^)-^ = 

entstehen, so müssen die SbW^ welche selbst solche Determinanten sind, 
verschwinden. Wir erhalten daher den Satz: 

Die Gleichungen (8.) bilden dann und nur dann ein vollständigei 
System^ wenn Identitäten eon der Form (9.) bestehen. 

§2. 

Integration eines vollständigen Systems durch Potenzreihen. 

Um zu beweisen, dass es, falls die Identitäten (9.) erfüllt sind, stets 
eine Function ss = f(x) giebt, welche die Differentialgleichungen (8.) be- 
friedigt und ausserdem für ar, = 0^2 = ... = a?, = einer beliebig vorgege- 
benen Potenzreihe y(x^4.i, ..., xj gleich wird, schlagen wir zunächst einen 
ganz directen Weg ein, indem wir die Coefficienten einer solchen Potenz- 
reihe z = f(x) zu berechnen suchen und hierauf ihre Convergenz darthün. 
Ist g = l, so ist ja unmittelbai* klar, dass man die Coefficienten der Ent- 
wickelung von z = f(x) der Differentialgleichung (8.) gemäss so bestimmen 
kann , dass dieselbe für x, = einer beliebig gegebenen Potenzreihe 
9(^2, ..., a?„) gleich werde; die Convergenz dieser Reihe untersuchen wir 
später. Ist aber ^ = 2, so ist es schon schwer, unmittelbar zu erkennen, 
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dass sich für (-^ — | — ) aus beiden Gleichungen derselbe Werth ergiebt; 



noch viel schwerer natürlich für die Coefficienten der Glieder höherer Ord- 
nung. Wir schlagen daher, um einzusehen, dass die Identitäten. (9.) die 
vollständigen Integrabilitätsbedingungen sind, den folgenden Weg ein, in- 
dem wir uns des leichteren Verständnisses wegen zunächst auf den Fall 
q = 2 beschränken. 

Mit den Gleichungen (8.) oder: 



besteht zugleich auch die folgende: 

(12.) Z,(Z,z) = Z,(Z,z) = 0. 

Wir können aber auch umgekehrt sehen, dass, wenn eine Potenzreihe 
a = f(x) der Gleichung (12.) genügt und zugleich für Xa = der Gleichung 
(10.) und für Xi = der Gleichung (ll.)? dass sie dann die Gleichungen 
(10.) und (11.) auch für alle x, in der Nähe des Nullpunktes befriedigt. 
Von einer Function z = Zi(f(x))y welche der Gleichung (11.) genügt und 
für 0:2 = verschwindet, verschwinden nämlich auch alle Ableitungen für 
j:2 = , sodass die Entwickelung dieser Function nach Potenzen von X2 
lauter verschwindende Coefficienten enthält; diese Function ist daher von 
a?2 unabhängig und zwar gleich Null, weil sie für a?2 = verschwindet. 
Ebenso beweist man auf Grund der zweiten Form von (12.), dass z = f(x) 
auch der Gleichung (11.) genügt. Durch die Festsetzung, es soll eine 
Function z = f(x) 1) der DiflFerentialgleifehung zweiter Ordnung (12.) ge- 
nügen, 2) der Gleichung (10.) für X2 = 0, 3) der Gleichung (11.) für x^ = 
und 4) für jri = 0:2 = der beliebig vorgegebenen Potenzreihe ^(xj, ..., a:„) 
gleich sein, sind aber die Entwlckelungscoefficienten von f(x) gerade und 
auch ohne überflüssige Gleichungen vollständig bestimmt. Die letzte Be- 
dingung leistet dies nämlich für die Coefficienten derjenigen Glieder, welche 
weder x^ noch Xi enthalten, die dritte für diejenigen, welche wohl 0:2, aber 
nicht Xi enthalten, die zweite für diejenigen, welche Xi, aber nicht X2 ent- 
halten, die erste Bedingung endlich für alle übrigen Glieder. Denn Glei- 
chung (12.) hat ^ie Form: 
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Hiermit ist also gezeigt, dass die genannten Bedingungen die Entwicke- 
lungscoefficienten einer Function s = f{x) nach Potenzen der x^ gerade und 
ohne Widerspruch bestimmen, weil sie zur Berechnung jedes Coefficienten 
gerade nur eine Gleichung liefern. Hierbei sind die Coefficienten pter 
Dimension dargestellt als ganze Functionen der Coefficienten bis zur p ten 
Dimension von ^(ara, ..., a;„) und der Coefficienten bis zur (p—1) ten Dimen- 
sion der Sa(^) ™it ganzzahligen positiven Coefficienten. 

Ganz ebenso kann man in dem Falle von q Gleichungen verfahren. 
Man kann dieselben wiederum durch die folgenden Bedingungen vollstän- 
dig ersetzen. Es soll eine Function z = f{x) bestimmt werden , welche 
erstens die Gleichung: 

(15.) Z,(Z,.(Z,,(-.(Vi*)) = ^ 

erfüllt, wo die a, Qi, Qz, . . ., a,_i die Zahlen 1, 2, . . ., 9 in irgend einer 
Reihenfolge sind, welche zweitens die Gleichungen: 

(16.) Z..(Z,.(Z<,(...(Vi*)) = ^ 

für Xfl = erftlllt, drittens die Gleichungen: 

(17.) Z^(Z..(...(Z,^^a)) = 

fllr a?a = a?aj = u. s. f., welche endlich die Gleichungen: 

(18.) Z,Ä = 

erfüllt, wenn alle Xi, X2, ..., x^ verschwinden mit Ausnahme von o:«, wo- 
bei zu bemerken ist, dass den Identitäten (9.) gemäss die linken Seiten 
aller dieser Gleichungen unabhängig sind von der Reihenfolge der Indices a<. 
Genügt nämlich eine Function: 

5 = z..(z^(...(z,^_XAa'))) 

der Gleichung (18.), und verschwindet dieselbe für a:^ = 0? so beweist man 
wie oben, dass sie für alle x^ in der Nähe des Nullpunktes verschwindet. 
Hiermit wäre bewiesen, dass die Function ss = f(x) die Gleichungen: 

(19.) Z.(Z„(Z,X...(Z,,_,«)) = 

erfüllt. Nun schliessen wir weiter: Genügt eine Function: 

der Gleichung (18.) und verschwindet sie, sobald Xa=^ x^_^=^0^ so ver- 
schwindet sie auch, wenn x^ _i = und alle übrigen x^ beliebig sind. Nun 
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genügt aber dieselbe Function auch der Gleichang: 

für beliebige x^^ also verschwindet sie auch für beliebige x^. So kann 
man beweisen, dass die Gleichungen (17.) für beliebige x^ erfüllt sind, so- 
bald die Indices a2, Ua, ..., a^.i irgend g— 2 verschiedene Zahlen aus der 
Reihe 1, 2, ..., g bedeuten, und erkennt so weiter schliessend, dass eine 
Function « = f(x)^ welche die obigen q Systeme von Bedingungsgleichungen 
erfüllt, auch unserem vollständigen Systeme (8.) für beliebige x, genügt. 
Fügen wir nun wieder die Bedingung hinzu, dass für 

*Pi = a?2 = ••• = x^ = 

die Function z=^f(x) einer beliebig gegebenen Potenzreihe <p(a?5+i, ...,a?^) 
gleich werde, so sind hierdurch und durch die q Systeme von Bedingungs- 
gleichungen die Coefficienten der Entwickelung von z = f(x) gerade und 
ohne Widerspruch bestimmt; denn es ergiebt sich zur Bestimmung jedes Coeffi- 
cienten eine und nur eine Gleichung. Genau wie oben ist jeder Coeffi- 
dent pter Dimension eine ganze rationale Function der Coefficienten bis zur 
pten Dimension von y(a?j^i, ..., ij und der Coefficienten bis zur (p— l)/eii 
Dimension der ^(2;) mit ganzzahligen positiven Coefficienten. 

Um endlich zu beweisen, dass die so bestimmte Potenzreihe wirk- 
lich einen endlichen Convergenzbezirk besitzt, wenden wir das bekannte 
Verfahren an. Wir beweisen, dass die so entstehende Reihe noch conver- 
girt, wenn wir alle Coefficienten von yCa^^+i, ...,a?J sowohl als von den 
Va(ßö durch Grössen ersetzen, die dem absoluten Betrage nach grösser sind. 
Hierbei muss allerdings die Voraussetzung gemacht werden, dass diese 
Coefficienten sämmtlich unterhalb einer endlichen Grenze liegen. Sollte 
indessen diese Voraussetzung nicht erfüllt sein, so kann man dieselbe durch 
Einführung neuer Veränderlicher mit Hülfe der Substitution: 

wo pc kleiner ist als der gemeinsame Convergenzradius r^ aller dieser 
Reihen in Bezug auf x,^ jederzeit realisiren. 

Ersetzen wir nunmehr die genannten Coefficienten durch eine Grösse 
g, unter welcher alle ihre, absoluten Beträge liegen, so hätten wir eine 
Function zu bestimmen, welche die Gleichungen: 

ÖÄ _ / 9a 0)5 \ g 

dxa " V öx^+i ■^'•'"^" dxn^ (1— irj(l— a:J...(l— äp^~ 

41» 
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erftlllt. Diese bilden jedoch kein vollständiges System; man sieht aber 
leicht, dass die Coefficienten der Potenzreihen, welche hierin anftreten, 
kleiner sind als die Coefficienten der in dem folgenden Systeme auftreten- 
den Reihen: 

dz / dz , .dz 



^ '^ 9Xa ^dXn^l dxn ^ (X—x.—x^ 



'a ^ujcq^x C7^„ ' (1 — a?,— ar, a:,)(l— a?,+i— a?j4.2— •••— ^i?«) 

Hierzu kommt die Bedingung, dass für arj = arj = ... = a:^ = 

* = T 

werde. Hier haben wir ein vollständiges System, wie man auch direct 
daraus erkennt, dass eine Function, welche diese Gleichungen erfüllen soll, 
eine Function von a: = a?i+a;2H ha^^-nnd y^x^x'\ h^« allein ist, wo- 
durch das System (20.) in die einzige Gleichung: 

f^W dz_ __ dz_ (n-q)g 

^^^'^ dx -- dy (l-x)(\^y) 

übergeht. Soll eine Function z = (p(x, y) diese Gleichung erfüllen und för 
or = in ^ übergehen, so ist sie vollkommen bestimmt and hat die Form: 

/oo ^ Ä = - • 

^ '^ y(l-yy+2(n-9)(;lognat(l-^ ' 

Es kann daher (p{x,y) in eine nach Potenzen von x und y fortschreitende 
Reihe mit einem endlichen Convergenzbezirk entwickelt werden, a fortiori 
also auch die Function z = f(x) in eine nach Potenzen von Xi, oja, . . ., x^ 
fortschreitende Reihe mit einem endlichen Convergenzbezirk. 

Wir haben hiernach auf dem directesten Wege den folgenden Satz 
bewiesen : 

Das vollständige System (8.)^ in welchem die ^l(x) gewöhnliche Polens^ 
reihen von Xi, . . ., x^, sind, kann stets durch eben eine solche Reihe 
% = f(x^^ ...,37«) befriedigt werden, welche für x^ = jtj = •• == a:^ = einer be- 
liebig vorgelegten Potenzreihe <p(a:^+i7 ...,irj gleich wird. 

Für das ursprüngliche System (2.) kann hieraus ein entsprechender 
Satz abgeleitet werden, der indessen allerlei übrigens nahe liegende Restric- 
tionen erfordert. 
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§ 3. 

Integration des vollständigen Systems mit Hülfe eines Systems gewöhnlicher DifTerentialgleichungen 

erster Ordnung. 

WcDii der eben bewiesene Satz auch einen meist ausreichenden Auf- 
schluss über die allgemeine analytische Natur der Lösungen eines voll- 
ständigen Systems giebt, so wird es doch in vielen Fällen nützlich sein, 
andere Mittel zur Herstellung dieser Lösungen kennen zu lernen, als die 
praktisch selten anwendbare Entwickelung in Potenzreihen sie bietet. 

Hierzu führt uns am schnellsten die Bemerkung, dass n.q Func- 
tionen aj(a?i, ..., a?„), welche die Identitäten: 

befriedigen , eine Transformationsgruppe besonders einfacher Zusammen- 
setzung bestimmen, durch welche jede Lösung des vollständigen Systems: 

(24.) 2:o\(x)^^ = (6=1,2,....,) 

in sich selbst übergehen muss; die Functionen dieser Gruppe, welche sich 
durch Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen finden lassen, liefern 
uns dann die gesuchten Lösungen ganz von selbst. 

Um diese Untersuchungen ohne Voraussetzung irgend welcher Sätze 
aus der Theorie der Transformationsgruppen durchführen zu können, gehen 
wir von denjenigen partiellen Differentialgleichungen aus, welche die 
Functionen: 

unserer Transformationsgruppe bestimmen, und leiten aus ihnen alles Nöthige 
direct ab. Diese Differentialgleichungen sind: 

(25.) ^g^)- = <^Xf{x; «)), 

woraus durch die weitere Festsetzung, dass f^{x; u) für «i = «2 = • = f#^ = 
in a?a übergehen soll, die Functionen fa(x; u) als gewöhnliche Potenzreihen 
der Xa und u^ bestimmt sind, falls die o\(x) als solche Potenzreihen ge- 
geben sind*). 

Sollen nämlich die Gleichungen (25.) erfüllt sein, so müssen gleich- 
zeitig auch alle höheren Differential quotienten der fa(x;n) nach den u^, als 



*) Vergl. Bouquety Sur l'integration d'un Systeme d'equations etc. Bulletin des 
Sciences math. par Darboux t. IIl. p. 265. 
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Functionen der fc(x;u) allein ausdrOckbar sein; führen wir die Bezeich- 
nung ein: 

80 geschieht dies offenbar auf Grund der folgenden Recursionsformeln: 






(27.) oY-Hf{x; «)) = Z ' .,,.. s-^^ oXKx; «)). 



Hier kommt es nur darauf an, zu zeigen, dass diese Gleichungen nicht im 
Widerspruche mit einander stehen, d. h. dass: 

Führen wir hierin für a*'"''"-'(x) den Werth nach Formel (27.) ein, so 
geht (28.) üher in: 

„£< ' a.,e^ (a^(x)a:-'(:r)-a!-'(a.)a:-(x)) 



+— 



«(^^„;.(,)..^„;-.(.))| = o. 



Nehmen wir daher an, die Gleichungen (27.) seien bis m— 1 widerspruchs- 
los erfüllt, so ergiebt sich aus den Identitäten (23.) dasselbe auch für m; 
diese Identitäten erweisen sich hiernach als die nothwendigen und hinrei- 
chenden Integrabilitätsbedingungen des Systems (25.). 

Nunmehr können wir auch die Existenz von Lösungen dieses Systems 

nachweisen. Bezeichnen wir nämlich mit — ^f^^^^^x; u) den Complex der 

* 

Glieder wter Dimension in f^{x;u\ so ergiebt sich aus (27.): 
(29.) n-Kx; «) = i ^A^""2C'^> iO-/K.)(^. „), 



c=-.i dx^ 

WO 



(30.) n'\x;u) = 2:allix)u,. 

Nehmen wir daher an, dass die Coefficienten der aj(a:) sämmtlich ihrem ab- 
soluten Betrage nach unterhalb g liegen, so ergiebt sich leicht, dass: 



fl"*—lgm^m 



m-Kx; u)\ < 1.3...(2m-3) (j.^^J-, , 

WO 

^ = ki|+k2|H \-\xn\ und tt = |wi|+|«*2|H hl«,!, 
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also : 

|«x;.)-«.|<i^(l-,/IZ^). 

Aas den Formeln (29.) folgt ferner, dass die Functionen 

^'c = /a(*;ai', •-.,«,0 

aach den gewöhnlichen Differentialgleichangen : 

(31.) ^ = M{x')(H 

genügen. Hat man daher aas diesen Differentialgleichangen and aas der 
Bedingung, dass a?i = a?« werde für / = 0, die x[ als Fanctionen von x^^ a^ 
und / bestimmt, so braucht man hierin, um die Functionen fa{x;u) zu er- 
halten, nur (ht^u^ zu setzen. 

Um nun die Gruppeneigenschaft dieser Functionen zu erkennen, be- 
merken wir, dass aus Gleichung (26.), wenn man darin erst «^ == Hj = ••• = ti^ = 
und dann wieder f^{x; t?) für jedes a?a setzt, folgt: 

/gg N 8-Ux;f>) ^ &^fa(f(x; f>);0) 

welche Gleichungen identisch sind mit den folgenden: 

(33.) /a(^;«+w) = fJ^K^i^);^j 

worin die angekündigte Gruppeneigenschaft enthalten ist. 

Nunmehr ist es leicht, Functionen herzustellen, welche bei den Trans- 
formationen dieser Gruppe unverändert bleiben. Unter den Gleichungen: 

(34.) flx;^^ = 

muss es nämlich in Rücksicht auf (25.) und der Voraussetzung gemäss, 
dass die Gleichungen (24.) ein ^-gliedriges vollständiges System bilden, 
sicher q solche geben, welche nach den «i, «2, ..., r^ auflösbar sind. 
Setzen wir voraus, dass etwa die q ersten Gleichungen ein solches 
System bilden, und bezeichnen mit V'i(a:), ..., 1/^5(0?) diejenigen Func- 
tionen, durch welche hiernach die f>i, f>2, ..., «, vermittelst der Xa darstell- 
bar sind, so sind die Functionen: 

(35.) Ab = fh{x;xlj{x)) (b=9+i, ..^n) 

die gesuchten Invarianten. Denn aus (34.) folgt: 

(36.) faijix; u); ipifix; u))) = f^{x; u+ip(f{x; u))) = (a = 1, 2, ..., ,), 
also: 

(37-) V^a(/'(a?; w)) = %(x)-u,] 
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es wird daher wirklich: 

(38.) h(j(x;u); yj(f{x;u))) = U{x;xp(x)) (e = ,+ i. ... »>. 

Differentiirt man diese Gleichung nach u^ und setzt nachher iij = tij = ••• = ti, = 0, 
so ergiebt sich unmittelbar, dass die Functionen (35.) das vollständige System 
(24.) befriedigen. Da ferner die Gleichungen (34.) flir ©i = ©2 = ••• = t?<, = ^ 
in ira = übergehen, so sieht man, dass umgekehrt die Functionen Va(^) 
flir Xi = 0^2 = • = x^ = verschwinden, die Functionen z^ also in x^ über- 
gehen. Es ist daher: 

z = (p(f,^i(x;yj{x)), ..., fn(x;yj{x))) 
eine Lösung des vollständigen Systems, welche flir a?i = a?2 ==••• = a?, = in 
9(a?^i, ...,arj übergeht. Die zur Herstellung der Functionen (35.) i. A. 
nothwendige Elimination wird überflüssig, wenn wir das vollständige System 
als in der Form (8.) gegeben annehmen, also öj(ar) = — 1 oder setzen, 
je nachdem a = b oder a^b, falls a^q, dagegen ol(x) = '^a(ßöy falls 
a^q. Dann wird: 

(39.) fa(x;u) = a:,-ti„, 

falls a^q, also: 

Wir erhalten so schliesslich das Resultat: 
Um das vollständige System: 

dz «,.,. V dz 

ZU integriren, integrire man das System gewöhnlicher Differentialgleichungen: 

dx[ dx' rfxj «e.V. ,. 

unter der Bedingung, dass x^, in x^ übergehe für t = 0; sind: 

Xi = Xi fli*, • • M Xg ^^ Xg ö^'j Xj^ = /j(aJi, ,,,, ir„,* a^ty ..., fl^') 
die so gewonnenen Functionen, so sind: 

^a = fsi(X\i *"i X^; Xy^ ...^X^ (a = 9+l. ..^n) 

solche Lösungen des vollständigen Systems, welche für Xj = Xj = ••• = a:, = 
tu resp. x^ übergehen und bei allen Transformationen: 

x[ = Xi—Ui^ . . ., Xg = Xg-Ug, x[ = fXx;u) 
ihre Form behalten; diese Functionen bilden eine Gruppe , es ist nämlich: 

/a(a?i--tti,...,ir,-ti,,/;^i(a:;ti), ...,/;(a:;ti),- p) = f^{x; Wi+f>i, ..., iij+<?,). 
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lieber die Zeit und die Art der Entstehung der 

Jacohischen Thetaformeln. 

(Von L. Kronecker.) 



1/ie Entdeckang der zwischen Producten von vier Thetareihen be- 
stehenden Relation, welche durch die Formel (11.) auf S. 506 des I. Bandes 
von Jacobis gesammelten Werken: 

dargestellt wird, bezeichnet eine Epoche in der Geschichte der Theorie der 
elliptischen Functionen; denn es ist damit für diese Theorie ein ganz neues 
Fundament gewonnen worden. Welche Bedeutung Jacobi selbst seiner Ent- 
deckung beigemessen hat, erhellt aus der Ueberschrift des der Entwicke- 
lung jener Thetaformel *) gewidmeten Abschnittes in den von Rosenhain 
ausgearbeiteten Universitätsvorlesungen, noch deutlicher aus den Worten, 
mit welchen diese Entwickelung eingeleitet wird. Die Ueberschrift lautet: 
„Neues Fundamentaltheorem unserer Transcendenten", und es heisst dann: 

„Wir hatten: 

i=+<» _ 0«K*V CMoK9-f-lo}5«V 

oder t(qy a), multiplicirt mit e*'""*^ ^ wurde dargestellt als die 
Summe von Potenzen von e, deren Exponenten die Quadrate der 
Glieder einer nach beiden Seiten ins Unendliche sich erstrecken- 
den arithmetischen Progression sind. Multipliciren wir solche Aus- 
drücke, welche dasselbe logq^ aber verschiedene loga haben, so 
werden die Exponenten unter dem Summenzeichen die Summen 
mehrerer Quadrate sein. 



*) Jacobi hat, so viel ich weiss, die Formel in keiner der von ihm veröiTentlichten 
Abhandlungen, sondern nur in seinen Universitätsvorlesungen mitgetheilt. 

Journal für Mathematik Bd. CVIIl. Ueft 4. 42 
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Multiplicirt man daher vier solche ^, die denselben log 5^ aber 
verschiedene log« haben, mit einander, so wird der Exponent 
die Summe von vier Quadraten. Diese Summe kann man be- 
kanntlich auch auf andere Art als Summe von vier Quadraten 
darstellen, und wir erhalten durch diese einfache Operation ein 
allgemeines Theorem, aus dem als specielle Fälle sowohl die 
Verbindung unserer Transcendenten mit den elliptischen Functionen 
als auch alle Fundamentaltheoreme über die Addition der ellip- 
tischen Integrale der drei verschiedenen Gattungen folgen, auf die 
man durch künstliche und schwierige Integrationen gekommen war." 
Es erscheint hiernach von besonderem Interesse, dass sich der Ge- 
dankengang, welcher Jacobi zur Auffindung der Thetaformel geführt hat, 
verfolgen und auch der Zeitpunkt dieser Auffindung genau bestimmen lässt. 
Ich habe schon in meinen ,,Bemerkungen über die Jacobi^chen 
Thetaformeln*' *) auf die Beziehungen hingewiesen, welche zwischen der 
oben citirten Thetaformel und den Formeln in Jacobis Aufsatz**) „Formulae 
novae in theoria transcendentium elliptiearum fundamentales" bestehen. 
Unter diesen sind zwei als die wichtigsten herauszuheben, erstens die in 
dem citirten Aufsatz mit (4.) bezeichnete Formel: 

r sin am a sin am 6+sin am u sin am (fi+a+6)— sin am (u+a) sin am («+6) 
(o.) ! 

l = k^ sin am a sin am 6 sin am u sin am (u+a) sin am (u+b) sin am (u+a+b), 

und zweitens die mit (12.) bezeichnete: 

.^. e(0)@(u + a)&(n + h)G(a-\-b) , , , , . . . . . / , , ^n 

^^•^ 0^^^^^^ ^ l+Ä'sinamasmam6smam«isinam(«/+a + 6). 

Jacobi sagt von der ersteren Formel: „Quae est formula nova, maximi 
momenti per totam theoriara functionum elliptiearum*', und er leitet daraus 
zuvörderst eine mit der letzteren inhaltlich übereinstimmende Formel (9.) 
ab, welche er als „formula nova fundamentalis'' charakterisirt. Erst dann 
gelangt er durch Veränderung der Bezeichnungen zu der Formel (C.) selbst 
Nun geht aber auch umgekehrt die erstere Formel (ß.) aus der letzteren 
(C.) hervor. Denn wenn man die Function von a, 6, u^ welche durch 
Subtraction des Ausdrucks auf der rechten Seite der Gleichung (ß.) von 
dem auf der linken Seite entsteht, mit F^a^ b^ u) bezeichnet und diejenige 

*) Dieses Journal Bd. 102, S. 269. 
**) Dieses Journal Bd. 15, S. 199—204. Jacobis Werke, Bd. I, S. 335—341. 
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Function von a, h, u, welche durch Subtraction des Ausdrucks auf der 
rechten Seite der Gleichung (C.) von dem auf der linken Seite entsteht, 
mit *(a, b^ ti), so findet die Identität statt: 

F(a, by u) = sin am (u + a) sin am (u + b) 0(a, 6, u) 

— 8inamfi8inam(fi + a+6)^(a, b^u+iK'). 

Die beiden Formeln (ß.) und (C.) sind daher vollständig äquivalent. 

Bei Anwendung der Bezeichnungen der Fundamenta nimmt die Glei- 
chung (C.) folgende Gestalt an: 

H(iä)H(ib)H(ti)H(u+a + b)+0(a)0(ib)0(u)0(u+a+b) 
= 0(P)0(u+a)0(u+b)0(a + b). 

Nun ist es die Reihe: 



(c.) {' 



n* 



nrrft 



Zi-iyq' e'" , 



welche, je nachdem man für n alle positiven und negativen ungeraden 
Zahlen oder alle geraden Zahlen nimmt, die Function Ä(t») oder 0(c) dar- 
stellt. Die Gleichung (C.) erscheint demnach bei P^insetzung der bezüg- 
lichen Reihen in der Form: 



(C.) 



j; (_i)K«o+»i + «, + «a)oi("o + «?+"j+''De(''o(«+«+^)+''ia+«,6+'»,«)2«-- 
^ 2: (_l)*"o+'». +m,-\-m ml+mi+ml+ml^(mXu+b)+m.Xu+a)-\-m^(a+b))"^ 

(/M^. w,, wt;,. nty, n,,, nj, n-j, «i = ", ±1, ±2, ...; n„.— », Hzn-j::^ »ij (mod. 2)) 



und Jacobi hat gewiss auch in dieser Form die Gleichung (C.) sehr bald, 
nachdem er sie aus der Gleichung (ß.) abgeleitet hatte, direct verificirt. 
Die einfachste und natürlichste Methode, welche sich hierfür darbietet, be- 
steht in der Vergleichung der Exponenten von: 

ani hrti uni 

— 1, q, e^ , e^ , e^ 

auf beiden Seiten der Gleichung (C".). Hiernach müssen die Relationen 
erfüllt sein: 

iit,+«i+«2 + «3^2(fw„+mi+m2+W3) (mod. 4), 

«„ + «1 = 2(f?»2+wt3), n^,+n2 = 2(iw,+iW3), «n+Wj = 2(mi + iii2), 

oder also die folgenden: 

42* 
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{D.) 



i(— «ll4-«l+»»2 + «3) = 2lfl,„ K«,, — »,+«2 + «3) = 2f«„ 
i(»U+»l-«2+«3) = 2m2, |(lI„ + »l + «2-«3) = 2l»3, 

in welchen die vier Ausdrücke links, wegen der Bedingung: 

«„ ^ «1 =^ «2 ^ «3 (mod. 2), 

entweder sämmtlich gerade oder sämmtlich ungerade sind. Es muss des- 
halb ferner für je zwei, zu festen Werthen von: 

nl+hl + h^ + hl, Wo+«i, fi(j+»2, «()+«3 

gehörige Systeme von Zahlen w,,, Wi, «2, «3, welchen keine ganzzahligen 
Werthe w,„ iWi, fWj, fWs entsprechen, der Exponent von —1 auf der linken 
Seite der Gleichung (C".), nämlich: ^(wo+iii+ii^+Ws)? das eine Mal gerade 
und das andere Mal ungerade sein. Dies ist nun in der That der Fall; 
denn je zwei dieser Systeme: 

(«,„ «,, «2, Hj), («,'„ »1, rh^ n'i) 
sind durch die Relationen: 



(E.) 



i(«n+ni + B, + Bj) = «,'„ |(»,j + »,— «2— »3) = »i, 

,|(w,— «1+112— W3) = «2, K^^"- ^1-^*2 +«3) = n'i, 
mit einander verbunden. Die Differenz: 

i(«0+«l + «:i + «3) — i(»0 + »l + «i + «3) 

ist hiernach gleich: 

|(-w„+;ii + «2 + W3) 

und also ungerade, sobald die Relationen (Z>.) nicht durch ganzzahlige 
Werthe von iwo, w,, tf^^ m^ befriedigt werden. 

Die durch die Relationen (D.) oder (E.) gegebene Transformation 
der Summationsbuchstaben w,„ «,, «2, 113, welche sich bei der hier darge- 
legten Verification der Formel (C.) mit Noth wendigkeit ergiebt, legte 
Jacobi die oben angeführte, die Multiplication von vier Thetareihen be- 
treffende Bemerkung, mit welcher er die Entwickelung des „neuen Funda- 
mentaltheorems" in seinen Vorlesungen eingeleitet hat, sehr nahe. Denn 
die Transformation: 
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Wahl dieser Bezeichnungen schon aus der Zeit der ersten Auffindung der 
Thetaformeln stammt *). 

Die vorstehenden Erwägungen führten mich schon vor vier Jahren, 
bei Abfassung meiner „Bemerkungen über die •/«coWschen Thetaformeln", 
auf die Vermuthung, dass Jacobi sehr bald nach Vollendung seines der 
specielleren Fundamentalforrael gewidmeten, vom 21. September 1835 da- 
tirten Aufsatzes**) die allgemeinere gefunden haben möchte. Um darüber 
Gewissheit zu erlangen, wandte ich mich damals an Hrn. Lindemann in 
Königsberg mit der Bitte, mir aus den Akten der dortigen Universität ein Ver- 
zeichniss der von Jacobi gehaltenen Vorlesungen sowie Abschriften der Ab- 
gangszeugnisse von Rosenhain und Borchardl zu verschaffen. Hr. Lindemann 
erfüllte meine Bitte mit höchst dankenswerther Bereitwilligkeit, und es er- 
gab sich nun: 

dass Jacobi die Vorlesungen über elliptische Functionen, welche 
Rosenhain ausgearbeitet hat, bereits im Wintersemester 1835/6, 
diejenigen, welche Borchardl gehört hat, erst im Wintersemester 
1839/40 gehalten hat. 
Da Jacobi schon beim Beginn der ersteren Vorlesungen, wie aus der 
RosenhaimQ\ieji Ausarbeitung deutlich zu ersehen ist, das in dem obigen 
Citat besprochene „neue B'undaraentaltheorem der Transcendenten ö'^ gehabt 
hat, so fällt dessen Entdeckung noth wendig in die Zeit zwischen dem 
21. September 1835, welches Datum jener mehrfach erwähnte «/aco6tsche 
Aufsatz trägt, und dem Anfang der Wintervorlesungen. Man kann daher mit 
voller Sicherheil die durch die Entdeckung der Thetarelalion bezeichnete Epoche 
und die damit beginnende neue Phase in der Entwickelung der Theorie der ellip- 
tischen Functionen vom Ende September oder Anfang October 183*^ datiren. 
Dabei ist noch hervorzuheben, dass auch die Einführung der vier 
Thetareihen und ihre Bezeichnung (•?, d„ ^^2, «^3) aus den letzten Monaten 
des Jahres 1835 stammt. Bis dahin hatte Jacobi stets die Functionen 0, H 
der Fundameuta beibehalten. Aber in den ersten Vorlesungen im Winter- 
semester 1835/6 geht er von der Reihe aus: 



*) Dass die Bezeichnungen in den früheren Vorlesuugen, welche Rosenhain gehört 
hat, andere sind, spricht nicht gegen jene Annahme. Denn in diesen Vorlesungen ent- 
wickeln sich die Bezeichnungen in ganz natürlicher Weise aus einander, während in den 
späteren, von Borchardl ausgearbeiteten Vorlesungen bei Einführung der Bezeichnungen 
«?, X, y, z gar kein Zusammenhang mit den vorhergehenden erkennbar ist. 

♦*) Dieses Journal, Bd. XV, S. 199—204: Jacobis Werke, Bd. I, S. .335—341. 
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i^-fx 



2: fz' = l4-25f COS 0:4-25^* COS 207+ 25^^008 3a: + ••• (.=«'>^-») 



»=— X 



welche aus dem der Fundamenta entsteht, wenn man darin —q i^v q 
setzt. Jacobi bezeichnet diese Reihe mit C(?, ä), definirt bald darauf eine 
Function ri{q^ z) durch die Gleichung: 

und führt erst nach Herleitung des „neuen Fundamentaltheoreras", in der 
26sten von den im Ganzen 75 Vorlesungen, die vier Thetareihen d, &^^ Ä^, &^ 
ein, welche seitdem fast allgemein beibehalten worden sind. 

Auf Grund der oben erwähnten aus Königsberg erhaltenen Schrift- 
stücke habe ich auch genau ermitteln können, zu welcher Zeit Jacobi die 
verschiedenen, von Rosenhain ausgearbeiteten Vorlesungen gehalten hat. 
Da die Akademie diese Ausarbeitungen im Original aus dem Rosenhain- 
sehen Naohlass erworben hat, so führe ich dieselben hier mit den nunmehr 
fixirten Daten an: 

1. Oberflächen zweiter Ordnung. Sommersemester 1835. 

2. Theorie der elliptischen Functionen. Wintersemester 1835/6. 

3. Allgemeine Theorie der krummen Linien und Oberflächen. 
Sommersemester 1836. 

4. Theorie der Zahlen. Wintersemester 1836/37. 

5. Transformation und Integration der Grundgleichungen der Dy- 
namik. Wintersemester 1837/8. 

6. Variationsrechnung. Wintersemester 1837/8. 

Von den in der Bibliothek der Akademie beflndlichen, ebenfalls aus 
Rosenhains Nachlass stammenden zwei Heften Jaco6ischer Vorlesungen über 
die elliptischen Transcendenten, welche von J. Th. Sanio ausgearbeitet sind, 
stammt das eine aus dem Wintersemester 1829/30, das andere wahrschein- 
lich aus dem Sommersemester 1831*). 

Um das Verzeiehniss der von Jacobi gehaltenen Vorlesungen zu ver- 
vollständigen, habe ich mir noch das nöthige Material aus den Akten der 
hiesigen Universität verschafft, und da ein solches Verzeiehniss unstreitig 
von hohem Interesse für die Geschichte der Mathematik ist, so lasse ich 
es hier folgen. 



*) Bis hierher abgedruckt aus dem Sitzungsbericht der Akademie der Wissen- 
schaften vom 9. Juli 1891. Das RosenhainschQ Heft über Oberflächen zweiter Ordnung 
(Sommer 1835) ist dort nicht mit angeführt. 
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Jacobi^ Vorlesungen in Berlin. 

Wintersemester 1825/26. Privatim: Ueber die Anwendung der höheren Analyais auf 

die Theorie der Oberflächen und Curven doppelter Krümmung. 

Sommersemester 1826. Publice: Die allgemeine Theorie der Gleichungen. 

Privatim: Reine Analysis. 

In den Verzeichnissen der angekündigten und gehaltenen Vorlesungen, welche in der Uni- 
versitäts-Registratur aufbewahrt sind, ist die Colonne, welche die Anzahl der Zuhörer enthalten soll, 
bei allen diesen ./acoAischen Vorlesungen nicht ausgefällt. Daneben findet sich — und zwar auch schon 
in dem Verzeichnisse von 1825/0 — der Vermerk, dass Jacobi nach Königsberg versetzt sei. Die 
Akten der Quästur reichen nur bis 1829 zurück. Es hat sich daher nicht aktenmässig feststellen lassen, 
ob Jacobi die Vorlesung im Winter 1825/6, welche in der Z)iruA/e^schen Gedächtnissrede ausdrücklich als 
wirklich gehalten erwähnt wird, zu Ende geführt und ob er im Sommersemester 1826 überhaupt irgend 
eine Vorlesung gehalten hat. 



Wintersemester 



Sommersemester 1827. 



Wintersemester 1 827/28. 



Sommersemester 
Wintei-semcster 
Sommersemester 
Wintei-semester 



1828. 
1828/29. 
1829. 
1829/30. 



Sommersemester 
Wintersemester 

Sommersemester 
Wintersemester 



Sommersomester 1832. 



Wintersemester 1832/33. 



Sommersemcster 1833. 



Wintersemester 
Sommersem ester 
Wintersemester 



Jacobiii Vorlesungen in Königsberg. 

1826/27. Publice: Analytische Uebungen. 

Privatim: 1. Trigonometrie. 2. Analytische Geometrie. 

Publice: 1. Variationsrei^hnung. 2. Theorie der krummen 

Oberflc'ü^hen. 3. Elemeutargeomctrie. 

Publice : Kegelschnitte. 

Privatim: Elementargeometrie. 

Publice: Arithmetik. 

Publice: Theorie der Kegelschnitte. 

Nicht gelesen. 

Publice: Anfangsgründe der Theorie der elliptischen Trans- 

cendenten. 

Privatim: Theorie der Oberflächen der zweiten Ordnung. 

Publice: Allgemeine Theorie der Oberflächen und Curven. 

Publice : Kegelschnitte. 

Privatim: Höhere Arithmetik. 

Publice: Elliptische Transcendenten, achtstündig. 

Publice: Auserlesene Kapitel des höheren Calculs. 

Privatim: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung. 

Publice: Oberflächen zweiter Ordnung. 

Privatim: Allgemeine Theorie der Curven und Flächen. 

Publice: Allgemeine Theorie der (Oberflächen (Fortsetzung). 

Privatim: Elliptische Transcendenten. 

Publice: Variationsrechnung. 

Privatim: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung. 

Privatim: Theorie der Zahlen. 

Privatim: Analytische Theorie der Wahrscheinlichkeit. 

Publice: 1. Theorie der j)artiellen Dift'erentialgleichungen. 

2. Wöchentliche Aufgaben im mathematischen Seminar. 



1830. 
1830/31. 

1831. 
1831/32. 



1833/34. 

1834. 

1834/35. 



h'ronecker, iiber die EriUtehung der Jacobischen Thetaformeln. 



333 



Sommersemester 1835. 



Wintei-semester 1835/36. 



Sommersemester 1836. 

Wintersemester 1 836/37 . 
Sommersemester 1837. 



Wintersemester 1837/38. 

Sommersemester 1838. 

Wintereemester 1838/39. 

Sommei-semester 1839. 
Wintersemester 1 839/40. 
Sommersemoster 1840. 



Wintersemester 1840/41. 



Sommersemoster 1841. 



Wintersemester 1841/42. 



Privatim: Theorie der Oberflächen und Linien doppelter 
Krümmung. 

Publice: 1. Variatijonsrechnung. 2. Mathematisch-physika- 
lisches Seminar*. 

Privatim: Oberflächen zweiter Ordnung*. 
Publice: üebungen des Seminars in der Mechanik*. 
Privatim: I.Integralrechnung. 2. Vorlesungen über die ellip- 
tischen Transcendonten *. 

Hierbei findet sich der Vermerk: „Da die zehnstündigen Vor- 
lesungen über die elliptischen Transcendonten die Kräfte der 
Zuhörer in hohem Grade in Anspruch nahmen, so hielt ich 
es für zweckmässig, die Üebungen des Seminars bereits Neu- 
jahr einzustellen. C. G, J. Jacobi,^ 
Publice: Mathematisches Seminar*. 
Privatim: Allgemeine Theorie der Oberflächen*. 
Privatim: Zahlentheorie*. 
Publice: Mathematisches Seminar*. 

Hierbei findet sich der Vermerk: „Meine achtstündigen Pri-^ 
vatvorlesungen über Variationsrechnung sind nicht zu Stande 
gekommen. C. G, J. Jacobi.^ 
Publice: Seminar*. 

Privatim: 1. Variationsrechnung*. 2. Mechanik*. 
Publice: Mathematischas Seminar. 
Privatim: Anfangsgründe der analytischen Geometrie. 
Privatim: 1. Theorie der Oberflächen. 2. Anwendung der 
Differentialrechnung auf die Theorie der Reihen. 
Hier ist vermerkt: „Hat nicht gelesen, weil er verreist war." 
Privatim: Elliptische Transcendonten^). 
Publice: Mathematitchas Seminar. 

Privatim: Allgemeine Theorie der Oberflächen und doppelt 
gekrümmter Linien. 
Publice: Mathematisches Seminar. 
Privatim: Höhere Mathematik. 
Publice: Mathematisches Seminar. 
Privatim: Variationsrechnung. 

Publice: 1. Theorie der Differentialgleichungen. 2. Mathe- 
matisches Seminar. 



* Die mit * bezeichneten Vorlesungen hat Rosenhain gehört. 

') Dies ist die einzige J^acoöische Vorlesung, welche Borchardt während seiner Studienzeit an der 
Königsberger Universität (26. April 1839 bis G.Juni 1840), nach Ausweis seines Abgangszeugnisses, 
gehört hat. Er hat ausserdem noch am mathematischen Seminar, wohl nur im Anfange' des Sommer- 
semesters 1840, theilgeuommen. 
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Privatim: Theorie der Oberflächen und Curven. 
Sommersemester 1842. Publice: 1. Difl'erentialgleichungen. 2. Seminar. 

Wintersemester 1842/43. Publice: Mathematisches Seminar. 

Privatim: Analytische Mechanik*). 

•(In die Zeit vom Sommer 1843 bis zum Winter 1844/5 föllt Jacobis Reise nach Italien.) 



Sommersemester 1845. 



Wintersemester 1 845/46. 



Sommersemester 1846. 



Wintersemester 1 846/47 . 



Sommersemester 1847. 



Wintersemester 1847/48. 



Sommersemester 1848. 
Wintersemester 1848/49. 



Sommersemester 1849. 



Wintei-semester 1849/50. 



Sommersemester 1850. 



W^intersemester 1850/51. 



Jacobis Vorlesungen in Berlin. 

Privatim: 1. Die Fundamente der Theorie der elliptischen 
Functionen, 28. April bis 15. August; 14 Zuhörer. 2. Algebra 
und Einleitung in die Analysis des Unendlichen, 3. Mai bis 
14. August; 25 Zuhörer. 

Privatim: Differential- und Integralrechnung, 30. October bis 
16. März; 23 Zuhörer. 

Privatim: Die allgemeine Theorie der Oberflächen und Linien 
doppelter Krümmung, 4. Mai bis 24. Juli; 12 Zuhörer. 
Privatim: Die Theorie der Zahlen. 

Hierbei findet sich der Vermerk: „Ich habe meiner Gesund- 
heit wegen die Vorlesung nicht gehalten. Jacohi.^ 
Jacobi hat keine Vorlesung angekündigt und, nach den Akten 
der Quästur, auch keine Vorlesung gehalten. 
Jacobi hat keine Vorlesung angekündigt aber, nach den Akten 
der Quästur, eine solche über analytische Mechanik vor 17 Zu- 
hörern gehalten. 

Privatim: Höhere Algebra. 10. Mai bis 11. August; 13 Zuhörer. 
Privatim: Differentialrechnung mit vei-schiedenen Anwen- 
dungen, vom 30. October an; 7 Zuhörer. 
Hierbei findet sich der Vermerk: „Ich habe statt der ange- 
zeigten Vorlesung eine andere über elliptische Functionen ge- 
halten.'' Mcobi, 

Privatim: Variationsrechnung nebst Anwendung auf isoperi- 
metrische Aufgaben, vom 30. April bis 8. August; 11 Zuhörer. 
Privatim: Die allgemeine Theorie der Flächen und Curven 
doppelter Krümmung, 29. October bis 13. März; 11 Zuhörer. 
Privatim: Zahlentheorie und ihre Anwendung auf die Kreis- 
theilung, 30. April bis 14. August; 12 Zuhörer. 
Keine Vorlesung angekündigt. 



Jacobi starb am 18. Februar 1851. 



') Diese Vorlesung hat, soviel ich glaube, ebenfalls Borchardt gehört. Er hatte sich zum Zwecke 
seiner Promotion, nochmals nach Königsberg begeben. 



335 



Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen zur Bestimmung des Ge- 
schlechtes einer beliebigen algebraischen Eunction. 

(Von Herrn L. W. Tkomi in Greifswald.) 



1. 
Vt enn bei einer algebraischen Function s, die einer irrednctibelen 



n 



Gleichung «ten Grades in Bezug auf Sy F(«, a:) = 0, mit dem Coefficienten 
von 8^ gleich 1 genügt, die n Zweige linearunabhängig sind, so kann man 
an den Stellen, an welchen die Discriminante verschwindet, so wie bei 
a: = 3o , die Ordnungen der Verzweigungen von s vor der Entwickelung der 
Zweige erkennen nach einem Verfahren, welches in der Abhandlung des 
Verfassers „Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen DiflFerential- 
gleichungen auf die algebraischen Functionen^' Bd. 104 dieses Journals 
No. 5 I und II aufgestellt ist. Dieses Verfahren gründet sich auf die Er- 
mittelung der Wurzeln der bei einem solchen Punkte bestehenden Expo- 
nentengleichung der homogenen linearen ^Diiferentialgleichung «ter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten, welcher die algebraische Function genügt, 
und diese Wurzeln bei einem Punkte im Endlichen sind n von einander 
verschiedene positive rationale Zahlen, in welchen der Nenner höchstens 
gleich n ist. Das bezügliche Verfahren wird hier in No. 3 angegeben. 

Die Zahl p^ das Geschlecht der algebraischen Function «, ergiebt sich 
dann unmittelbar aus der Formel von Riemann (Theorie der ^6e/schen Func- 
tionen No. 7), die auch für den Fall beliebiger Windungspunkte gilt (siehe 
Herrn C. Neumann^ Vorlesungen über die Abekchen Integrale 2. Aufl. 
p. 171), 2(/?— 1) = tt? — 2», wo w die Summe der Ordnungen der Verzwei- 
gungen ist, und jeder ^a-blättrige Windungspunkt als Verzweigung (jn—iy 
facher Ordnung zählt, n die Anzahl der Zweige. 
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2. 

Es sei nun eine beliebige algebraische Gleichung «ten Grades in 
Bezug auf z 

■ (1.) kI x) - 

vorgelegt, in welcher die Coefficienten ganze rationale Functionen von x 
sind. Der Coefficient a, von a" ist gleich 1 angenommen, da man sonst, 
nachdem die Gleichung mit cZ~^ multiplicirt ist, c,,» = s' setzen kann und 

auf den vorigen Fall zurückkommt. f(z) soll mit ^^ keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. Werden bei einem Punkte a, in welchem die 
Discriminante nicht verschwindet, die Entwickelungen der n Zweige nach 
Potenzen von x—a bis zu der Potenz vorgenommen, deren Exponent gleich 

n 

dem höchsten Exponenten von x in f(2y x) = ist, so kann man ver- 
mittelst derselben, wie in Abhandlung Bd. 104 No. 1 angegeben ist, die 

n 

Gleichung f(z, x) = in Bezug auf die Reductibilität untersuchen. Die- 
selbe wird also nun als irreductibel vorausgesetzt. 

. Dann wird rational aus z und x nach den hier in No. 4 gemachten 
Angaben eine algebraische Function s 

(2.) s = j^^+j^z+J,z'+'-A-^n^X'\ 

wo die J ganze rationale Functionen von x sind, hergestellt, so dass die 
n Zweige von s linearunabhängig sind. Werden diese n linearunabhängi- 
geii Functionen in einem Gebiete, wo sie einwerthig und stetig sind, be- 
trachtet, so ergiebt sich, dass sie in einem Punkte und daher in der Nähe 
dieses Punktes unter einander verschieden sind, und da man auf demselben 
Wege, wie bei z^ von jedem dieser Zweige zu jedem anderen gelangen 
kann, so ist s eine irreductibele algebraische Function. Die irreductibele al- 
gebraische Gleichung wten Grades, welcher dieselbe genügt, erhält man, 
indem man aus (2.) mit Hülfe von (1.) die Gleichungen bildet 

(3.) 8^ = k}M+kxiZ + k^.z'-\ [-kin-i^""^' (a = i,... n), 

wo die k ganze rationale Functionen von x sind. Aus diesem Gleichunga- 
systeme folgt 

I 8 Km K^i . . . K\,n—\ 

I 

8 Kii) K'ii . . . n-2,n~l 



(4.) 



* "n^ l^nX • * • "n,n—l 



= 0. 
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DerCoefficient von $" in der Gleichung (4.), die Determinante ^+Ai,*M---fr«-i.fi-i 
ist von Null verechieden, weil mau sonst ans den n— 1 ersten Gleichungen 
(3.) eine Gleichung fllr s niedrigeren als nten Grades mit rationalen Coeffi- 
cienten, die nicht alle verschwinden, herleiten könnte. Wird durch diesen 
Coefficienten von #" das Gleichungspolynom (4.) dividirt, so erhält man 
ganze rationale Functionen von x als Coefficienten, da die n Zweige von 
« fUr endliche Werthe von x endlich sind. Man hat also eine rational aus 
z nnd X hergestellte irreductihele algebraische Function s, deren n Zweige 
linearonahhängig sind, und kennt deren irreductihele Gleichung 

(5.) s"+^,»—+-+4. = 0, 

wo die A ganze rationale Functionen von x sind. 

Da die irreductihele algebraische Function s eine Function von x 
in derselben n-blättrigen Kbene, wie die Function j, ist, also die Verzwei- 
gungen von 8 und s dieselben sind, so ist das Geschlecht p von s dasselbe 
wie das von a. 

Man kann daher nun sur Aufsuchung dieser Zahl p die Gleichung (ö.) 
SU Grunde legen. Die homogene lineare DiflFerentialgleichung nter Ordnung 
mit rationalen Coefficienten nnd dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
gleich Eins, welcher die n linearunabhängigen Zweige der Function « ge- 
nügen, ergiebt sich unmittelbar aus Formel Abhandlung Bd. 104 No. 1 (9.). 

Verzweigungen der aus z und x rational dargestellten Function s 
können nur an den Stellen auftreten, an welchen die Discriminante von 

/■(s, a:) = verschwindet, und bei x = oc. Zur Aufsuchung jener Stellen 
wird nach bekannten Regeln der Algebra durch rationale Operationen das 
Polynom der Discriminante als Product rf,d|dj... dargestellt, wo in allen 
d nur von einander verschiedene lineare Factoren vorkommen. Da die 
Discriminante (abgesehen vom Vorzeichen) das Quadrat des Productes aller 
Differenzen der « Zweige von /■(«) = ist, so ergiebt sich, dass die vorhin 
genannte Darstellung für gewöhnlich auf eine solche Zerföllung der Dis- 
criminante flibren wird, aus welcher die Stellen, an denen die Discriminante 
verschwindet, durch eine einfache Rechnung hervorgehen. Sodann wird an 
jeder dieser Stellen das Verfahren, welches in No. 3 angegeben ist, angewandt, 
mn die Ordnungen der Verzweigungen von s zu ermitteln. Bei x = oo ist 
x = t~^ zu setzen, nnd wenn in' Gleichung (5.) die hüchste Potenz von x 
die I» te ist, so wird, nachdem Gleichung (5.) mit r" mnltiplicirt ist, f*< 
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in (5.) und in der Differentialgleichung gesetzt; dann ist, um die Ordnungen 
der Verzweigungen von ii bei < = zu ermitteln, wieder das Verfahren in 
No. 3 anzuwenden. Sind die Ordnungen der Verzweigungen von s bekannt, 
so ergiebt sich, wie in No. 1 gesagt, aus der Formel 2(p — l) = fo—2n 
die Zahl p. 

Wenn, wie dieses bei dem Verfahren in Nr. 3 vorkommt, von den 
Wurzeln einer gegebenen algebraischen Gleichung «ten Grades bereits be- 
kannt ist dass dieselben von einander verschiedene positive rationale Zahlen 
sind, die in der kleinsten Benennung Nenner haben höchstens gleich dem 
Grade der Gleichung, so wird die Aufsuchung der Wurzeln sofort auf die 
der ganzzahligen Wurzeln von höchstens n Gleichungen zurückgeführt und 
diese Aufsuchung kann man als eine directe Rechnung ansehen. 

Nun lässt sich das Resultat in folgender Weise ausdrücken. 

Von einer beliebigen algebraischen Gleichung nten Grades von z 

n 

/(a, a;) = mit ganzen rationalen Coefficienten von x und dem Coefßcienlen 
der höchsten Potenz von z gleich \, deren Discriminante nicht identisch ver- 
schwindet ^ seien bei einem einzelnen beliebigen Punkte x •= a im Endlichen, 
in welchem die Discriminante nicht verschwindet, die Wert he der n Wurzeln 
z aufgestellt. Die Gleichung sei ferner als irreductibel nachgewiesen. Die 
Punkte, in denen die Discriminante verschwindet, seien ermittelt. Dann wird 
das Geschlecht p der algebraischen Function z durch eine directe Rechnung 
bestimmt. Alle bezüglichen Operationen sind- ausführbar, wenn die Constanteh 



n 



in f(z, x) algebraische Zahlen sind. Diese Methode, die Zahl p zu bestimmen, 
ist eine elementare. 

3. 

Um die Ordnungen der Verzweigungen der algebraischen Function s 
Nr. 2 (5.) bei einem Punkte x = a aufzufinden , dient folgendes Verfahren. 

Die n Zweige von s sind linearunabhängig. Die homogene lineare 
Differentialgleichung «ter Ordnung mit rationalen Coefficienten und dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, welcher dieselben genügen, 
ist gegeben durch Formel Abb. Bd. 104 Nr. 1 (9.). Bei dem betreffenden 
Punkte X = o wird die Exponentengleichung dieser Differentialgleichung 
aufgestellt. Diese Gleichung ist folgende, Wenn der Coefficient der (» — a)ten 
Ableitung in der Differentialgleichung durch /?., bezeichnet wird: 
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r(r-l)...(r-f»+l)+(p,(a?-a))^,f(r-l)...(r-f» + 2) 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind von einander verschiedene rationale 
Zahlen ^0, die, wenn sie auf die kleinste Benennung gebracht sind, 
Nenner ^ n haben (Abh. Bd. 104 Nr. 2). 

Nun ergeben sich die Ordnungen der Verzweigungen bei rr = a aus 
folgenden beiden Sätzen, welche in Abh. Bd. 104 Nr. 5 I. und II. be- 
wiesen sind: 

I. Wenn alle Wurzeln der Exponentengleichung ganzzahlig sind, 
so sind die n Zweige in der Umgebung von x = a einwerthig, und um- 
gekehrt. 

II. Wenn die Wurzeln der Exponentengleichung nicht alle ganz- 
zahlig sind, so seien dieselben auf die kleinste Benennung gebracht, nun 
sei der grösste Nenner L 

Dann giebt es unter den n Wurzeln X, die auf den gemeinschaft- 
lichen Nenner X gebracht werden können und sich zu je zweien nicht um 
eine ganze Zahl unterscheiden. Solcher Systeme von l Wurzeln giebt es 
möglicherweise mehrere. Eines dieser Systeme sei herausgenommen. 

Bei den übrig bleibenden n—k Wurzeln sei der grösste Nenner ,a, 

wo /Li ^ X. 

Dann giebt es unter diesen n—l Wurzeln ^, die auf den gemein- 
schaftlichen Nenner ,i^ gebracht werden können und sich zu je zweien nicht 
um eine ganze Zahl unterscheiden. Ein solches System, deren möglicher- 
weise mehrere vorkommen, sei herausgenommen. 

Bei den übrig bleibenden n—l—fi Wurzeln sei der grösste Neuner 

Dann giebt es unter diesen n—l—u Wurzeln v, die auf den gemein- 
schaftlichen Nenner v gebracht werden können und sich zu je zweien nicht 
um eine ganze Zahl unterscheiden. Ein solches System sei herausge- 
nommen. 

In dieser Weise ist fortzufahren, bis zuletzt noch eine Anzahl ;/, 
y ^ 0, ganzzahliger Wurzeln übrig bleibt. 

Dann ist bei dem betrachteten Punkte ein /.-blättriger, ein ,a-blättri- 
ger, ein r- blättriger etc. Windungspunkt vorhanden, und es giebt y ein- 
werthige Zweige. 
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4. 

Es soll rational aus s und x eine algebraische Function s Nr. 2 (2.) 
hergestellt werden, deren n Zweige linearunabhängig sind. Werden die 
n Zweige von « durch «i, s^ bis s„ bezeichnet, so sind dieselben linearunab- 
hängig, wenn die Determinante 



(10 



»1 


»2 


• • *» 


äs, 
dx 

• 


ds, 
dx 

• 


dSn 

■ • 

dx 

m 


• 

d'-'s, 
1 dx»-' 


• 


9 

d'2\>n 

djc»-> 



von Null verschieden ist. 

n 

Bei einem Punkte x = a, in welchem die Discrinciinante von f(z, x) = 
nicht verschwindet, und die n von einander verschiedenen Werthe von z 
bekannt sind, werden die Entwickelungen der n Zweige »i, Z2 bis z^ nach 
Potenzen von x-a bis zu der Potenz (x—ay~^ aufgestellt. Nun seien 
n Grössen «1, «2 bis sl 



(2.) 



»1 

f 
82 



an + «22 (ic - o) + • • • + «2» (ic ~ ay-\ 



s'n = o,i + o«2(a:-tf)H f-o^^Cx-a)" * 



beliebig so gewählt, dass nur die Determinante -2'+fliiO^,...o„„ nicht ver- 
schwindet. Wenn man nun eine rational aus a und x zusammengesetzte 
Function s so bestimmt, dass die n Zweige «,, *2 bis s^ in den n ersten 
Gliedern bezüglich mit «1, «2 bis s^ übereinstimmen, so ist die Determinante 
(1.) in X = o und daher auch in der Nähe von x = a von Null verschieden, 
und die n Zweige von 8 sind linearunabhängig. Um diese Ueberein- 
stimmung der Zweige von 8 in den n ersten Gliedern bezüglich mit den 
8 zu erzielen, wird ein Verfahren angewandt nach Art eines solchen, 
welches in den Vorlesungen des Herrn Weierstrass zur Darstellung einer 
algebraischen Function mit speciellen Eigenschaften an den Verzweigungs- 
stellen vorkommt. Es werde das Gleichungssystem 



(3.) 



S[ = Cü + CiaA + C2«I + -" + C„_iaJ 



n— l 



(A -^ 1, . . . r) 
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angesetzt Aus demselben ergiebt sich 



(4.) 



D, 



wo 



(5.) D„ = 







^a 




D 






1 


!o\ • 




*; 


8?+' 


• • • 


«r* 


1 


Z2 • < 


• • «2 


«2 


a»+> 


• • • 


sr' 


• 

• 
• 

1 


• 
• 
• 

An . 


• 
• 
• 


• 

• 
• 


« 
■ 


• • • 


• 
• 



(as=ll, ... n— 1) 



(6.) 



/) = 



i. ii 2] • • • JSj 
J. 2^2 ^2 • • • ^2 



1 s 



n ^n 



rn-1 



• • • 



D ist für a: = a von Null verschieden, da je zwei Zweige von z in x = a 
von einander verschieden sind. Der Theil der Entwickelung von D nach 
Potenzen von x—a bis zu der Potenz (ar—a)""* sei durch J bezeichnet. 
In den einzelnen Elementen der Determinante D^ sei die Entwickelung 
nach Potenzen von x—a bis zur Potenz (a:— o)"""* vorgenommen, und wenn 
diese Grössen an Stelle der Elemente in /)„ eingesetzt werden und die 
Entwickelung der hierdurch entstehenden Determinante nach Potenzen von 
x—a bis zur Potenz (a?— o)""^ vorgenommen wird, so sei die hierdurch 
hervorgehende ganze rationale Function durch J^ bezeichnet, dieselbe ist 
höchstens (n— l)ten Grades. Ebenso wird J bestimmt. Dann stimmt die 

Entwickelung von -~ bis zur Potenz (aj—o)"""^ mit derjenigen von -~- 

überein. Daraus folgt weiter, dass die p]ntwickelung von 

(7-) ^+4-»/.+4-»l+-+-%^ar' (^='.-») 



bis zu der Potenz (x— o)""* mit s'x übereinstimmt. Es ist mithin (7.) eine 
Function s von der verlangten Eigenschaft. Die n Zweige von (7.) sind 
also linearunabhängig, und sie behalten diese Eigenschaft nach Multiplication 
mit J, P^ine algebraische Function s, die eine ganze rationale Function 
von z und x ist und deren n Zweige linearunabhängig sind, wie eine 
solche in No. 2 (2.) vorkommt, wird demnach durch den Ausdruck 

(8.) 8 = J,,+ J^z + J2&'+-'+J,_,Z'''' 

gegeben. 
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Verhalten des Logarithmus einer elliptischen 

Function. 

(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 



Jjedeutet (p(u) eine elliptische Function, so bestimmt sich die Aende- 
rnng, welche log (p(u) erfährt, wenn u einen geschlossenen Weg durch- 
läuft, durch die Anzahl der innerhalb liegenden Null- und Unendlich- 
keitspunkte. Anders verhält es sich, wenn man statt des geschlossenen 
Weges einen nicht geschlossenen nimmt, der von einem Punkte ii' zu einem 
congruenten, um eine Periode verschiedenen, u", führt. (p(u) nimmt am 
Endpunkt denselben Werth an, wie am Anfangspunkt, aber \ogq>(u) kann 
sich um ein Vielfaches von 27ii geändert haben; es fragt sich: wie ist 
dieses Vielfache von 2ni zn bestimmen? 

Der Voraussetzung nach ist u"'-u' eine Periode. Wir construiren 
über der Geraden u'u" ein Perioden-Parallelogramm, und zwar nach der 
positiven oder linken Seite. Die vier Ecken: 



I it tu tnr 

U, U y u , u 



sind sämmtlich congruent u, aber u"—u\ u^'—u brauchen nicht noth wen- 
dig primitive Perioden zu sein. Wir suchen dann alle Null- und Unend- 
lichkeitspunkte von q)(u) auf, die in dieser Fläche liegen, und bestimmen 
ihre senkrechten Abstände von der Grundlinie u'u" oder auch von einer 
zu ihr parallelen Geraden G. Die von u ausgehenden Seiten mögen noch 
zur Fläche hinzugerechnet werden, die beiden anderen Seiten dagegen nicht 
Jeden Abstand dividiren wir durch die Höhe des Parallelogramms, und 
geben ihm positives oder negatives Zeichen, je nachdem der Punkt links 
oder rechts von G liegt. Sind dann 

diese Verhältnisszahlen für die Abstände der Nullpunkte, 

'1 7 ^i 1 



f 1 1 
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die entsprechenden Zahlen für die Unendlichkeitspunkte, so ist 

eine ganze Zahl, und es ist '-2kn% die Aenderung, welche \og (p(u) er- 
fährt, wenn u die gerade Linie von ii' nach u" durchläuft. 

Spricht man das Resultat in dieser Form aus, so lässt es sich leicht 
auch auf den Fall ausdehnen, wo die Linie, in der sich u von u' nach «" 
bewegt, eine gebrochene oder krumme ist. Man hat dann im Perioden- 
parallelogramm nicht nur die Grundlinie ü'u' durch diese krumme zu er- 
setzen, sondern auch die gegenüberliegende Seite durch die entsprechende 
Parallelcurve, während die beiden anderen Seiten ungeändert bleiben können. 
Hier sind wieder die singulären Punkte innerhalb dieser krummlinig be- 
grenzten Figur aufzusuchen, und deren Abstände von G so wie vorher zu 
bestimmen. So bleibt auch für den neuen Weg die Formel richtig: 

(2.) r'd\og(p(u) = -^(e,-el).27it. 



u' 



Denn es sei z. B. w« ein Nullpunkt von </)(«/) im ursprünglichen geradlini- 
gen Parallelogramm, und es mögen, wenn n'" = u'+2a)' gesetzt wird, m 

Punkte 

M^— 2ai', tt^-~4w', ... ., f/^ — 2fwai' 

zwischen der geraden Linie u'u" und dem neuen Wege liegen. Für ti« 
tritt dann im neuen Bereich u^—2mio' ein. Deshalb vermindert sich e« um 
1», und um denselben Betrag die Zahl /r, wie es sein muss. 

Der Einfachheit wegen aber betrachten wir nur geradlinige Wege, 
und wir nehmen ausserdem u' = an, was den Beweis abkürzt, ohne die 
Gültigkeit des Satzes zu beeinträchtigen. 

Es ist jetzt m' = 0, die übrigen Endpunkte sind Perioden : 

u = 2ai, u =2cü, u =2cü+2a>. 

Es seien ««, i?« (a =^ 1, 2, ..., m) die Null- und ünendlichkeitspunkte von 
(p(u) im Periodenparallelogramm: 

Dann gilt die Relation 

(3.) 2;u,-:Sv, = 2hco+2ku)', 

wo h und k ganze Zahlen bedeuten. Führen wir ein: 



2/riM 2ni.1io' 



a: = e"-' , q = e ''" 
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und nennen x^y y« ^i^ Werthe von x, die den Punkten ii«, t?« entsprechen, 
80 ist nach (3.): 

*^l *^i * ' ' '^^ k 



Wenn wir daher bilden: 



= 9 






so hat R(x) den Werth Eins für a: = oo, den Werth ^ für j? = 0. Die 
einzelnen x«, y^ sind Grössen, deren Betrag zwischen 1 und 1^1 liegt; |^! 
selbst ist kleiner als 1. 

Durchläuft u die Gerade von bis 2a), so beschreibt x im posi- 
tiven Sinn einen Kreis vom Radius 1 um den Nullpunkt. Alle 2n singu- 
lären Punkte liegen auf der gleichen Seite dieses Kreises. Dasselbe gilt, 
wenn l irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, von 
logR(xq^). Folglich ist die Aenderung, welche diese Logarithmen erleiden, 
wenn u die Gerade von bis 2cü durchläuft, gleich 0. — Bilden wir nun: 

^(-) = ^«(-)' 

indem wir unter c ebenfalls einen Werth verstehen, dessen Betrag zwischen 
1 und l^l liegt, so ist 

(?(0) = (?(oc) = 1, 

und deshalb ist das Product 



n 

/ = — X 



. n Q(xq'\ 



erstreckt über alle ganzen Zahlen l^ unbedingt convergent. Dies ist eine 
doppelt periodische Function, die genau für dieselben Werthe und oo 
wird, wie y(fi). Sie ist deshalb mit (p(u) bis auf einen coustanten Factor 
identisch. Folglich setzt sich die Aenderung von logy(fi) additiv zusammen 
aus denen der einzelnen Functionen 

log R(xq^) aber bleibt ungeändert. Die andere Grösse ist 0, wenn & = 
ist. Ist aber k positiv, so liegt für i = — 1, —2, ..., — A der Punkt cq^ 
ausserhalb, dagegen cq^^^ innerhalb des Kreises. Für die übrigen Werthe 
von / liegen beide Punkte auf der gleichen Seite. Also erfahren k von 
diesen Logarithmen die Aenderung —271 i^ während die übrigen ungeändert 
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bleiben. Somit ist: 



/ 



2w 

d\og(p(u) = —2*711. 



II 



Setzt man nun: 



Ua = d^.2u)+ea.2a)', 

wo die d und e reelle Grössen bedeuten sollen, so ist offenbar 6« der Ab- 
stand des Punktes w« von der Grundlinie, gemessen durch die Hohe des 
Parallelogramms. Aus (3.) aber folgt: 

Damit ist die Richtigkeit des aufgestellten Satzes bewiesen. 

Betrachtet man statt log^(fi) die Quadratwurzel aus (p(u)^ so geht 

diese auf irgend einem Perioden wege in sich selbst über oder in — Vy(w), 
je nachdem k eine gerade oder ungerade Zahl ist. Nehmen wir den ein- 
fachsten Fall, wo (p(u) eine Function zweiten Grades mit den Perioden 
2ü), 2(o' ist, deren Nullpunkte zusammenfallen, ebenso wie die ünendlich- 

keitspunkte. Hier ist l^</?(tt) = tp(u) selbst eine eindeutige Function, und 
zwar ein Thetaquotient. Der Nullpunkt von ip(u) kann sich dann von dem 
Unendlichkeitspunkt nur um eine halbe Periode unterscheiden. Ist diese 
halbe Periode co, so haben beide dieselbe Höhe über der Grundlinie, und 
deshalb ist ft = 0, also rij(u+2a)) = yj(u). Wenn aber die Differenz der 
beiden Punkte gleich w' oder w+a)' ist, so ist Ci— el = ±^, und daher 
tp(u+2ü)) = — V^(tt). 
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Bemerkung zur vollständigen Darstellung 

algebraischer Raumcurven. 

(Von Herrn K. Th, Vahlen.) 



llerr Kronecker pflegte in seinen Vorlesungen über die Theorie 
der algebraischen Gleichungen zu zeigen, dass eine y-fache, einer «-fachen 
entnommene algebraisch^ Mannigfaltigkeit im Allgemeinen erst durch n+1 
algebraische Gleichungen vollständig dargestellt werde (vgl Kronecker, 
Festschrift § 10). Dass eine solche Darstellung zuweilen wirklich noth- 
wendig wird, wenn man nicht zur Parameterdarstellung greifen oder Un- 
gleichungen hinzunehmen will, geht in folgender Weise aus bekannten Sätzen 
hervor. 

Die Schnittcurve zweier Flächen F„ und F^, resp. «ter und vtev 
Ordnung, zerfalle in zwei Raumcurven Äf« und RC9 deren Ordnungen m, 
rvl und deren Geschlechter p und jl seien. Durch Gleichsetzung der An- 
zahlen der scheinbaren Doppelpunkte der ganzen Schnittcurve und derjeni- 
gen der zerfallenden erhält man die Anzahl der wirklichen Schnittpunkte 
der Ä^ und der ßj,',, nämlich 9 = w(^+i/— 4)—2(/?--l). Legt man noch 
eine dritte Fläche F^, p-ter Ordnung, durch die R^, allein, so wird dieselbe 
von der R^'„. in m'p— « oder in S = ^y(>—m(/i+i/+e — 4)+2(/? — l) Punkten 
geschnitten, die auf allen drei Flächen F^, F^, F^, aber nicht auf der 
flf„ liegen. 

Für eine gegebene Rl, können im Allgemeinen nicht drei Flächen 
so bestimmt werden, dass die Anzahl S verschwindet. Es ergiebt sich dies 
aus dem einfachsten Beispiele der Ui mit nur einer Quadrisecante. Sollte 
die Anzahl 

oder 

C^-3)(i/-3)((>-3)+3((a-3)(i^-3)+Ca-3)((>-3)+(r~3)(e^3)) 

+4(u+y-fp-9) 
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verschwinden, so mUsste, da keine Fläche zweiter Ordnung durch diese Rl 
geht (s. Noether, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raum- 
cürven § 14 u. 15, Bd. 93 dieses Journals), /i = y == p = 3 sein. Aber durch 
drei Flächen dritter Ordnung wird diese Kl nicht isolirt dargestellt, weil jede 
F3 vier Punkte der Quadrisecante , also diese selbst enthält. Nimmt man 
nun zu zwei Flächen dritter Ordnung eine dritte von der Ordnung p>3 
hinzu, so entstehen 4(p— 3) ausserhalb der fls gelegene Schnittpunkte; diese 
Rl wird daher erst durch vier Flächen vollständig dargestellt. 
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Eine analytisch-arithmetische Formel. 

(Von L. Kronecker,) 

llezeichnet man mit p„ alle positiven echten Brüche, welche in ihrer 
reducirten Form den Nenner n haben und nicht grösser als ^ sind, so ist 
der Werth des über alle solche Brüche p« erstreckten Products /728inp„7r, 
wenn die Zahl n verschiedene Primfactoren enthält, gleich 1, aber wenn n 

die Potenz einer Primzahl p ist, gleich dem absoluten Werthe von }^p. Hier- 
aus folgt unmittelbar die Formel: 

/7(2sinp7i)^ = 77fJ* (a = i, 2, 3, ...), 

wobei die Multiplication links auf alle reducirten positiven echten Brüche 
p zu erstrecken ist, die selbst nicht grösser als ^ sind, und deren Nenner 
nicht grösser als N ist, während die Multiplication rechts sich auf alle Prim- 
zahlen pi, P2, • • • bezieht und die ganzen Zahlen l^ durch die Ungleichheits- 
bedingung pjA^iV<;f^*"*^* oder K^ogpf,<^ \og N <Z(K+^)^og Pf, bestimmt 

werden. Nach der Gaci^^schen Bezeichnungsweise der grössten Ganzen ist 

daher: 

r logN 1 

' " LiogpJ' 

und die obige Formel kann hiemach in folgender Weise dargestellt werden: 

rioKAr-i 

77(2sinp7iy = Hp^'^^^ \ 

o p . 

oder auch so: 

n(2üuQ7iy = n(p„,ip„a'^Y 0/1=1,2,3,...), 

o m 

wenn p^i, /?^2? • • • alle Primzahlen sind, die zwischen der (m4-l)ten und der 
iMten Wurzel aus N liegen, und zwar die obere Grenze eingeschlossen. 

Geht man endlich zu den Logarithmen über, so erhält man die merk- 
würdige Formel: 

in welcher die Summation rechts auf alle Primzahlen (p), links auf alle 
reducirten positiven echten Brüche (p) zu erstrecken ist, welche keinen grösse- 
ren Nenner als N haben und deren Werth nicht J übersteigt. 
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